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CHAPITRE     1. 


entre  les  coefficients  de  ces  courbes,  elles  se  couperont  en  mn 
points  réels  ou  imaginaires.  Pour  des  valeurs  particulières 
des  coefficients  de  o  et  ^,  certains  points  d'intersection 
auront  pu  disparaître,  et,  si  l'on  fait  tendre  les  coefficients 
vers  ces  valeurs  particulières,  on  voit  les  points  qui  vont  dis- 
paraître s'éloigner  indéfiniment;  on  peut  donc  dire  que  les 
points  qui  ont  disparu  sont  à  l'infini,  et  que  deux  courbes  de 
degrés  ni  et  n  se  coupent  toujours  en  nui  points,  en  comptant 
ceux  qui  sont  à  Yinfini. 


II.  —  Coordonnées  homogènes. 

Il  y  a  souvent  un  immense  avantage  à  représenter  les  coor- 
données d'un  point,  non  plus  par  x  et  y,  mais  par  -  et  —  •  De 

cette  façon,  les  équations  des  courbes  deviennent  homogènes 
en  x^  jK,  z^  et  il  est  facile  de  repasser  de  ces  coordonnées 
homogènes  aux  coordonnées  ordinaires;  il  suffit  pour  cela  de 
supposer  ^  =  i .  Nous  aurons  plusieurs  fois  l'occasion  d'ap- 
précier l'utilité  de  ces  coordonnées. 

Pour  le  moment,  nous  observerons  que  le  changement  de 

X  et  y  en  -  et  —  n'altère  pas  le  degré  d'une  courbe  algébrique 

aprèsl'évanouissementdes  dénominateurs.  Ainsi,  parexemple, 
la  droite  représentée  par 

ax  -\-  by  H-  c  =  o, 


après  le  changement  de  x  cl  y  en  '^  et  =^,  prend  pour  équation 

ax        by 

1 ^"-+0  =  0, 

z  z 

ou 

(r)  ax  -^  by  -{-  cz  —  o. 

Quand  on  suppose  que  le  z  d'un  point  tend  v^ers  zéro,  ce  point 
se  transporte  à  l'infini,  si  l'on  suppose,  comme  on  le  fait  tou- 
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jours,  que  x,  y,  z  restent  finis;  l'équation  z  ^=  o  convient 
donc  à  tous  les  points  situés  à  l'infini. 

Si  l'on  convient  de  dire  que  l'équation  (i)  représente  tou- 
jours une  droite,  quels  que  soient  <7,  ^,  c,  réels,  imaginaires, 
nuls  ou  dilTcrents  de  zéro,  c^  =  o  ou  5  =  0  représentera  une 
droite  ayant  tous  les  points  à  l'infini;  c'est  ce  que  l'on  appelle 
la  droite  de  V infini. 

Quand  tous  les  points  d'une  courbe  de  degré  m  se  sont 
transportés  à  l'infini,  l'équation  de  cette  courbe  prend  la 
forme  cz^^^=  o;  elle  doit  alors  être  considérée  comme  réduite 
à  m  droites  confondues  et  transportées  à  l'infini. 

Les  points  à  l'infini  sur  une  courbe  s'obtiendront  en  faisant 
^  zi=  o  dans  l'équation  rendue  bomogène  de  cette  courbe;  on 
dira  alors  qu'on  l'a  coupée  par  la  droite  de  l'infini. 

Par  exemple,  la  courbe  du  second  degré 

Xx^--^  A'j)'2_|-  A"^2^_  iJ^yz  -!-  iT^'xz  h-  iW xy  =  o, 

coupée  par  la  droite  de  l'infini  ;^  =:  o,  fournit  les  points  don- 
nés par  les  équations 

^  — o         et         hx"^-^  i\i" xy -^  K'y^  =  o. 

l'ja  dernière  de  ces   équations  fournit  les   directions  —  dans 
1  X 

lesquelles  les  points  s'éloignent  sur  la  courbe;  si  cette  équa- 
,  tion  a  une  solution  double  en  —  ?  deux  points  îjl  l'infini  doivent 

X  i 

être  considérés  comme  confondus,  et  l'on  a 

B"2-- A'A:^o; 

la  courbe  est  une  parabole.  On  peut  donc  dire  que  la  para- 
iiole  touche  la  droite  de  l'infini,  et  que  toute  courbe  du 
second  degré  qui  touche  la  droite  de  l'infini  est  une  parabole. 
On  sait  que  l'ensemble  des  termes  de  degré  le  plus  élevé 
dans  une  équation,  égalé  à  zéro,  représente  le  faisceau  des 
directions  asymptotiques.  D'après  ce  que  nous  venons  de 
voir,  le  faisceau  des  directions  asymptotiques  coupe  la  droite 
de  l'infini  aux  mêmes  points  que  la  courbe   elle-même.  Les 
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droites  asympto tiques  sont,  si  l'on  veut,  des  droites  rencon- 
trant la  courbe  en  un  point  à  l'infini. 

Il  était  bon,  je  crois,  de  rappeler  ces  principes,  à  cause  de 
leur  grande  importance. 

III.  —  Sur  les  tangentes  aux  courbes  planes. 

La  tangente  à  une  courbe  en  un  point  M  est,  comme  l'on 
sait,  la  limite  vers  laquelle  converge  une  sécante  passant  par 
le  point  M,  quand  un  second  point  d'intersection  tend  à  se 
confondre  avec  le  point  M.  Rapportons  {ftg.  i  )  la  courbe  à 


deux  axes  O^,  Oj;  si  l'on  considère  la  sécante  MM'  et  les 
coordonnées  OP  =  x^  PM  ■==zy  du  point  M,  les  coordonnées 
OF    et  FM'  du   point   M'  pourront  être   représentées    par 

X  +  ^x  et  y  +  Aj  ,  et  l'on  aura 


(i)  NM'  =  Aj,        PP'  =  MN  =  A^. 


Le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  MM'  sera —    •^• 


ce   coefficient  tend  vers  la  limite  y=  ~->  quand  Ax  tend 

vers  zéro,  c'est-à-dire  quand  le  point  M'  se  rapproche  de  M. 
Ainsi  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  courbe 
est  la  dérivée  de  V ordonnée  du  point  de  contact  considérée 
comme  fonction  de  r abscisse. 

Soit  MK  la  tangente  en  M  (et  cette   tangente  n'existera 
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que  si  -J-  lui-même  existe),  soit  K  le  point  où  elle  rencontre 
l'ordonnée  P'M';  on  aura 

NK  =  MN.y 
ou  bien 

(2)  WK  =  Aa7.  jk' =  Jk'<^-2?  =  <^. 

Ainsi  la  longueur  NK  est  la  représentation  géométrique  de 
la  valeur  de  la  différentielle  dy.  La  longueur  M'K,  différence 
entre  Ajr  =  NM'  et  «Tk  =  NK,  est  donc  du  second  ordre,  et 
il  en  sera  de  même  de  la  distance  du  point  M'  à  la  tangente  MK 
a  fortiori;  àiono, 

La  distance  d^un  point  dhuie  courhe  à  la  tangente 
menée  par  le  point  infiniment  voisin  est  du  second  ordre. 

IV.  —  Équations  diverses  de  la  tangente. 

L'équation  de  la  tangente  à  une  courbe  en  un  point  donné 
de  la  courbe  est  facile  à  écrire,  quand  l'ordonnée  de  ce  point 
est  connue  en  fonction  de  l'abscisse,  puisque  Ton  connaît 
son  coefficient  angulaire.  On  peut  d'ailleurs  la  trouver  direc- 
tement comme  il  suit.  Soient  ^,  y  les  coordonnées  du  point 
de  contact  M;  ^  h- A^,  jK  H- Ajr  ceux  d'un  point  voisin  M^ 
pris  sur  la  courbe;  en  appelant  X  et  Y  les  coordonnées  cou- 
rantes, l'équation  de  la  sécante  MM'  sera 

et,  quand  M'  se  confond  avec  M, 

(■)  Y-^  =  (K-.)|: 

c'est  l'équation  de  la  tangente.  Quand  jr  et  x  sont  donnés  en 
fonction  d'un  paramètre  ^,  on  désigne  par  jv^'  et  ^'les  dérivées 
de  X  ei  y  relatives  à  t^  et  l'on  a 

dy  ^  y_dt  ^  y^ 
dx        x'  clt        x'  ' 
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la  formule  (i)  devient  alors 

(Y  —  j)^'_  (X  —  x)/  ^  o, 
ou  encore 

(2)  (Y  —y)dx-~{X-~x)dy  =  o. 

Quand  x  et  y  sont  liés  entre  eux  par  une  relation  de  la 
forme 

(3)  f(^,r)  =  o, 

on  a 

dx  f\ 

f^  et/2  désignant,  pour  abréger,  -~,  ~^-;  l'équation  (i)  devient 
alors,  en  remplaçant  -j--  par  cette  valeur, 

(4)  (Y-j)/,  +  (X-:r)/,=.o. 

Nous  indiquerons  encore  un  autre  moyen  de  parvenir  à  cette 
équation  :  la  formule  (3)  différentiée  donne 

/i  dx  -1-/2  dy  =  0, 

et  fait  connaître  y-?  ou  des  quantités  proportionnelles  à  dx^ 

dy\  si  donc  on  porte  les  quantités  /o  et  —  /',  dans  (2)  à  la 
place  de  dx  et  dy,  on  trouve  la  formule  (4).  Cette  méthode 
a  l'avantage  de  faire  connaître  les  tangentes  en  M  quand  la 
courbe  en  a  plusieurs  ou  quand/,  et/o  sont  nuls,  ce  qui  re- 
vient au  même,  comme  on  le  verra  plus  tard. 

Si  en  effet/)  et/o  étaient  nuls,  en  différentiant  deux  fois  (3), 
on  aurait 

/i d^x  -h/, d^y  -^f^xdx^  +  ^/i2  dxdy  -h /.a dy^-  =  o, 
/in/..,/.,  désignant^,  ^,^, 

ou 

fndx^'  +  if^^dxdy  +/22  dy^-  =  o. 
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En  éliminant  clx^  dy  au  moyen  de  (2),  on  a  l'équation  des 
tangentes 

/n(X  --  ^)2+  2/i2(X  ~-^)(Y  -y)  +f,,{Y  -7)2  =  o. 

Enfin  l'équation  de  la  tangente  est  encore  susceptible  d'une 
forme  élégante  dont  nous  aurons  à  faire  souvent  usage,  et  que 
nous  allons  faire  connaître. 

Si  l'on  rend  l'équation  (3)  homogène  par  l'introduction 
de  la  variable  z  que  l'on  prendra  égale  à  i ,  après  les  diffé- 
rentiations,  on  aura 

(  5  )  mf=  xj\  -\-yft  -r-  zfi , 

/a  désignant  la  dérivée  -^  et  m  le  degré  de  l'homogénéité  ;  or 
l'équation  (4)  peut  s'écrire 

(6)  X/i-i-Y/2--^/i--j/,=^o; 

et,  en  observant  que  pour  un  point  i^x^y)  pris  sur  la  courbe 
le  premier  membre  de  (5)  est  nul,  on  a 

et  par  suite  (6)  devient,  en  observant  que  Z  =  ^  =  i , 

équation  très  simple  et  très  symétrique. 

V.  —  Quelques  mots  sur  les  points  singuliers. 

\}ïï  point  singuLier  d'une  courbe  est  un  point  pour  lequel, 
Vy  étant  considéré  comme  fonction  de  Vx,  A/  n'est  pas  déve- 
loppable  par  la  formule  de  Taylor.  Nous  ferons  plus  loin  la 
théorie  complète  de  ces  points;  pour  le  moment  nous  nous 
bornerons  aux  indications  suivantes. 

hes  points  d^ arrêt  sont  ceux  oii  la  courbe  subit  un  arrêt 
dans  sa  marche  :  y  =  (log\r)~'  a  un  point  d'arrêt  à  l'origine. 

hes  points  anguleux  sont  ceux  où  -j~  est  discontinu. 


8  CHAPITRE    I. 

Les  points  isolés  sont  ceux  pour  lesquels  y  a  une  valeur 
réelle,  mais  autour  desquels  ^^  cesse  d'être  réel  :  ainsi 

j2  _i-  .^2  __  ^2j2  _  o 

présente  un  point  isolé  à  l'origine. 

Les  points  multiples  sont  ceux  par  lesquels  il  passe  plu- 


sieurs branches  de  courbe  : 


:  xy 


X' 


=  o  a  un  point 


double   à  l'origine;   xy{x  -\- y)^=  o^    qui    représente    trois 
droites,  a  nn  point  triple  à  l'origine,  etc. 

Les  points  de  rebroussement  sont  des  points  où   deux 

branches  de  courbe  se  touchent  :  y  z=  x'^  a  un  rebroussement 
à  l'origine. 

Fig.  2.  Fig.  3.  Fig.  /,. 


A  est  un  point  d'arrêt, 
Fig.  5. 


A  est  un  point  isolé. 
Fig.  6. 


A  est  un  point  anguleux. 
Fig.  T. 


k     J 


I 

A  est  un  point  double.         A  est  un  point  triple.  A  est  un  rebroussement. 


>    àf  ,  àf 

o,  OU  -T-  =  o  et  -^  =  o,  est  sin- 

ôx  oy  ' 


Un  point  d'une  courbe/: 

gulier  puisque  l'on  peut  lui  mener  au  moins  deux  tangentes 
etjK^y  est  indéterminé. 


VI.  —  Sur  une  propriété  des  tangentes. 

Si  Von  considère  une  droite  mobile  coupant  une  courbe 
en  deux  points  A,  B,  qui  viennent  se  confondre  en  un 
seul  M,  situé  sur  la  courbe,  pour  une  position  particu- 
lière de  la  droite,  cette  droite  sera  à  la  limite  tangente  à 
la  courbe  en  M.. 
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En  effet,  soient  x^  y  les  coordonnées  du  point  M,  soient 
x\r^  et  x" ,y  celles  des  points  A  et  B;  le  coefficient  angulaire 
de  la  sécante  AB  est 

y -y", 

x  —  ,v"  ' 

or,  si  7^  =f(^x)  est  l'équation  de  la  courbe,  ce  rapport  devient 

x'  —  x"  x'  —  x"  y  V     ^ 

X  désignant  une  valeur  de  x  comprise  entre  x'  et  x" .  Mais, 
quand  x'  et  x"  tendent  vers  x^  /'(X)  tend  vers/\,r),  qui  est 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  x. 

Toutefois,  pour  que  ce  raisonnement  ne  soit  pas  en  défaut, 
la  fonction  j^  =  /(:?;)  doit  pouvoir  se  développer  par  la  for- 
mule de  Taylor  (^),  pour  la  valeurs'  de  sa  variable,  et  sa  dé- 
rivée doit  être  continue.  Le  point  M  ne  doit  pas  être  ce  que 
l'on  appelle  un  point  singulier. 

VII.  —  Condition  pour  qu'une  droite  soit  tangente  à  une  courbe 

donnée. 

Soit 

(i)  f(x,y)  =  o 

l'équation  d'une  courbe, 

(2)  ax -^.^  by -^  c  =  o 

celle  d'une  droite.  Pour  exprimer  qu'elles  sont  tangentes,  on 
peut  identifier  l'équation  (2)  avec  celle  d'une  tangente 

X,  Y,  Z  désignant  les  coordonnées  courantes.  Alors  l'équa- 
tion (2)  rendue  homogène  s'écrira 

aX-h-  6Y^-cZ  r=o, 


(')  Au  moins  limitée  aux  termes  du  premier  degré,  comme  la  démonstra- 
tion le  suppose. 


X^\ B  R  A^ 
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Xy  y,  z  désignant  les  cordonnées  du  point  de  contact.  L'iden- 
tification donne 

(3)  4-4^--^'- 


c 


ces  équations  font  connaître  le  point  (^,  y,  z)  de  contact; 
mais,  pour  que  le  contact  ait  lieu,  il  faut  que  les  valeurs  de 
X,  y,  z  tirées  de  là  satisfassent  à  (i)  et  (2).  Tl  est  facile  de  voir 
que,  si  elles  satisfont  à  (i),  elles  satisfont  à  (a  ),  car  (3)  donne 

fy  ^h  ^h  ^  ^f^^yh-^-h  ^ ff^Z . 

abc         ax  -i-  hy    :-  cz        ax  --  hy  h-  cz  ' 

m  désignant  le  degré  de/,  et,  comme /:=  o,  on  a 
ax  -r~  by   ;-  cz  =  o. 

Si  de  (3)  on  tire  x,  y^  z  pour  les  porter  dans  (i)  ou  (a), 
en  d'autres  termes,  si  l'on  élimine  x,y^  z  entre  (2)  et  (3),  on 
aura  la  condition  cherchée.  Pour  faire  cette  élimination,  on 
peut  remplacer  le  système  (3)  par  le  suivant  : 

(4)  fi-^cip='-o,        J\_-bp^o,        f^cp^o; 

il  faut  alors  éliminer  x^y,  z,  p  entre  (2)  et  (4),  ce  qui  revient 
à  éliminer  x,y,  z,  p  entre  les  équations  obtenues  en  égalant 
à  zéro  les  dérivées  de 

f(^,y,  -)--  p{(ix-:-  by  --  cz)  =  o, 

prises  par  rapport  à  x,  y,  ^  et  p. 

Exemple.  —  Pour   trouver  la  condition  de  contact  de  la 

droite 

ax  --  by  h  c  =  o 

avec  la  conique 

A^2  ^  A>2  _L^  A"^2  __  2  Byz  -.-  iB' xz  -^  iW  xy  =  o, 

on  ajoutera  au  premier  membre  p(ax  -|-  by  -\-  cz),  on  éga- 
lera à  zéro  les  dérivées  de 

A  ^2 _|_  A'72  ^  \"~2  ^L-  -2  Byz   h^B'xz  +  iB"xy  -h  p{ax -\-by -'- cz) 
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et  on  éliminera  x^  y,  z,  p,  ce  qui  donne  la  condition  cherchée 

A  B"  B'  a 

B"  A'  B  b 

B'  B  A'  c 

a  b  c  o 

Autrement  :  la  condition  de  contact  peut  encore  s'obtenir 
en  cherchant  le  faisceau  des  droites  issues  de  l'origine  et  pas- 
sant par  les  intersections  de  (i)  et (2);  si  l'on  exprime  que  ce 
faisceau  contient  une  droite  double,  on  a  la  condition  cher- 
chée. 

En  rendant  les  équations  (i)  et  (2)  homogènes,  on  a 

(5)  f{x,y,z)  —  o,         ax -V  by -~  cz  =  o, 

et,  en  éliminant  z^  on  a  une  conséquence  homogène  de  (  i  ) 
et  (2);  en  effet,  la  résultante  est  homogène  et  elle  a  lieu 
quand  les  équations  (5)  ont  lieu,  quel  que  soit  ^,  et  en  parti- 
culier quand  ^  =  i  ;  ainsi 

%x  -^  by 


A 


y^ 


}- 


est  l'équation  d'un  faisceau  de  droites,  et  ces  droites  passent 
par  l'origine  et  par  les  intersections  de  (  i  )  et  (2).  Ecrivons 

que  cette  équation  en  x  et  j^,  ou  plutôt  en -j  a  une  racine 

double  et  nous  aurons  la  condition  cherchée. 

Autrement  encore  :  on  peut  exprimer  qu'en  éliminant  x 
entre(i)et  (2)  la  résultante  enjK  a  une  racine  double.  Quand 
on  donne  l'angle  a  que  la  droite  fait  avec  l'axe  des  x^  on  peut 

poser 

^  =  iPo-- p  cosa,         j  —  j-Q-i- ?  sina, 

éliminer  x  et  y  entre  ces  formules  et  (i),  ce  qui  donne 

f{xQ-\-  pcosa,  jo-^  ?  sina)  =  o, 

et  exprimer  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  p.  On 
obtient  alors  une  relation  entre  Xq  ^t  jTo,  qui  représente  le  lieu 
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des  points  d'où  l'on  peut  mener  des  tangentes  à  la  courbe 
sous  une  inclinaison  donnée.  C'est  l'équation  de  toutes  les 
tangentes  parallèles  à  la  direction  a. 

11  est  bon  de  se  rendre  compte  du  degré  de  l'équation 
en  a,  b,  c,  qui  exprime  la  condition  de  contact  de  la  droilc 
ax  -|-  by  +  c  =^  o  et  de  la  courbe /=  o. 

Nous  supposerons  la  courbe  de  degré  m  :  alors  les  équations 

abc 

ax  -h  by       c  —  o 
peuvent  se  ramener  à 

^    /■  /       by  --  c       \         I        /       by  -\-c       \         i    .  /       by  -^-  c       \ 

ou,  en  supposant,  ce  qui  est  permis,  a  =  i, 

^/i(by  -'-  c,  7 )  =  /2 ( by  -^c,y), 
c/i  (  h'  ^  c,  y)  ==  /g  {  by  H-  c,  y). 

Ces  équations  sont  de  degré  m  —  i  en  j>^  :  leur  résultante  sera 
du  degré  m  —  i  par  rapport  à  leurs  coefficients  qui  sont  de 
degrés  m  en  a  et  b;  cette  résultante  sera  donc  de  degré 
m(m  —  i).  Ainsi  la  condition  pour  que  la  droite 

ax  -f-  bx  -J-  c  —  o 

touche  une  courbe  de  degré  m  est  de  degré  m  [m  —  i)  ('  )• 


VIII.  —  Mener  une  tangente  à  une  courbe  par  un  point  extérieur. 

Pour  mener  une  tangente  à  une  courbe 

(I)  f{or,y)-o 


(')  Ce  degré  peut  s'abaisser,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  mais  nous 
nous  maintenons  ici  dans  les  généralités.  Il  est  presque  inutile  de  faire  o))- 
server  que  les  deux  dernières  méthodes  que  nous  venons  de  donner  ne  four- 
nissent pas  toujours  la  condition  sufjisante  dn  contact;  deux  racines  de  la 
résultante  en  y,  par  exemple,  peuvent  accidentellement  devenir  égales  sans 
qu'il  y  ait  contact. 
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par  un  point  extérieur  (^o,  fo)^  on  peut  suivre  plusieurs  pro- 
cédés : 

i*^  On  peut  écrire  l'équation  d\me  tangente 

et  exprimer  qu'elle  passe  par  le  point  (^o?  J^o)»  ce  qui  donne 

011^0=  I-  Cette  équation  fait  connaître  ^,j^,  ^  en  la  joignant 
à  l'équation  proposée  (i)  ;  les  coordonnées  .r,  j^,  ;:  du  point  de 
contact  étant  connues,  on  en  conclut  l'équation  de  la  tan- 
gente. Les  équations  (i),  {'2)  auront  en  général  plusieurs  solu- 
tions ;  si  (i),  par  exemple,  est  algébrique  et  de  degré  /?î,  l'équa- 
tion (2)  sera  de  degré  m  —  i  en  x,  y,  et  les  formules  (i)  et  (2) 
fourniront  m[m  —  i)  valeurs  de  .r  et  de  jk;  donc,  en  général  : 

Par  un  point  donné,  on  pourra  mener  ni\ni  —  i)  tan- 
gentes à  une  courbe  de  degré  m. 

L'équation  (2)  représente  une  courbe  que  nous  rencon- 
trerons plus  loin  sous  le  nom  de  polaire  du  point  (x'o?JKo). 
Dans  les  coniques,  elle  se  réduit  à  une  droite  qui  est  la  corde 
des  contacts  relative  aux  tangentes  issues  de  (-c^o?  J^o)* 

Si,  entre  les  équations  (i),  (2)  et 

on  élimine  x^  y,  z,  on  aura  l'équation  de  l'ensemble  des  tan- 
gentes issues  de  ^o?  JKo- 

2°  On  peut  considérer  la  droite 

éliminer  x  et  j^,  ce  qui  donne 

f{x<i  4-  «  p,  Jo  +  ^  P  )  =  O, 

et  exprimer  que  la  résultante  a  une  racine  double  en  p;  ce 
qui  revient  à  éliminer  p  entre  cette  équation  et 


(^(iCo+^pj  ^(/o-+-^pj 
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Soit 

F(^o,  7o,  a,  b)=  o 

la  résultante  ;  elle  fait  connaître  le  paramètre  variable  contenu 
dans  a  et  b  (si,  par  exemple,  a  =  cosa,  ^  =  sina,  le  para- 
mètre sera  l'angle  a  que  la  droite  fait  avec  l'axe  des  œ).  Eu 
éliminant  le  paramètre  variable  entre  cette  équation  et 

^  — -yp  ^  .r  —  jo 

a  h 

on  aura  l'équation  cherchée  de  toutes  les  tangentes. 

On  mène  une  tangente  à  une  courbe  parallèlement  à  une 
droite  donnée  en  exprimant  que  la  droite 

ax  -i-  by  -^  c  =  o 

touche  la  courbe  :  a  el  b  sont  censés  donnés,  et,  en  éliminant 
p,  J^,y,  z  entre  les  dérivées  égalées  à  zéro  de  (p.  lo) 

/h-  ç{ax-^by  -\-  cz), 

on  a  une  équation  qui  détermine  c;  l'élimination  de  c  entre 
cette  équation  et  ax  -\-  by  -^  cz  r=  o  fera  connaître  l'en- 
semble des  tangentes  parallèles  à  la  direction  a,  b. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  en  c  est  de  degré 
m[m  —  i)  et  que,  par  suite,  on  peut  mener  în[m  —  i)  tan- 
gentes de  direction  donnée  à  une  courbe  d'ordre  m.  D'ail- 
leurs, soit 

l'équation  d'une  tangente;  si  l'on  pose 

a         b 

elle  restera  parallèle  à  la  direction  a,  b.  Cette  équation  jointe 
à  (i)  fait  connaître  les  points  de  contact,  qui  sont,  comme  l'on 
voit,  au  nombre  de  ?n[j7i  —  i). 
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IX.  —  Tangente  commune  à  deux  courbes. 

On  peut  mener  une  tangente  commune  à  deux  courbes  : 
i^  En  exprimant  qu'une  droite 
(i)  ax -^- by -^  cz  —  o 

est  tangente  à  chaque  courbe  ;  on  obtient  alors  deux  équations 
en  a,  b,  c,  et  l'élimination  des  rapports  de  ces  trois  quantités 
entre  ces  deux  équations  et  l'équation  (i)  fera  connaître 
l'équation  de  toutes  les  tangentes  communes.  Si  l'une  des 
courbes  est  de  degré  m,  l'autre  de  degré  n,  les  équations 
en  a^  b^  c  seront  de  degrés  m{m  —  i)  el  n{ji  —  i);  ainsi  : 

Le  nombre  des  tangentes  communes  à  deux  courbes  de 
degrés  m  et  n  est  jnn{in  —  i)(/z  —  i). 

2''  On  peut  exprimer  aussi  qu'une  tangente 
X/i-Y/2-Z/3=o 
touche  la  seconde  courbe  (^[x'^y\  ^')=i  o;  on  a  alors 

ces  équations,  jointes  à  celles  des  deux  courbes,  feront  con- 
naître X,  y  et  x' ^  y  coordonnées  des  points  de  contact  (  ^  ). 

X.  —  De  la  normale  aux  courbes. 

La  normale  à  une  courbe  au  point  M  est  la  perpendiculaire 
en  M  à  la  tangente  à  la  courbe  menée  en  ce  point.  L'équation 
de  la  tangente  affectant  l'une  des  formes 

(X  — x)dy  — (Y  — y)dx  --  o, 


(')  Les  conclusions  auxquelles  nous  venons  de  parvenir  dans  les  deux 
paragraphes  précédents  peuvent  être  modifiées  par  la  présence  des  points 
singuliers,  mais  nous  ne  pouvons  pas  examiner  tous  les  cas  qui  peuvent  se 
présenter,  en  ce  moment.  La  même  remarque  est  applicable  à  un  grand 
nombre  de  faits  énoncés  dans  les  paragraphes  suivants. 
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OÙ  /=  o  désigne  l'équation  de  la  courbe,  l'équation  de  la 
normale  en  coordonnées  rectangulaires  sera 

(X  —  X )  dx -r- (Y — y)dy~o, 

X  —  x  _  Y  —  y 

Il  en  résulte  que/,  et/o  sont  proportionnels  aux  cosinus  des 
angles  que  la  normale  fait  avec  les  axes.  Quand  on  a 
l"-^-\-f'^=z  \,f^  ety"2  sont  précisément  les  cosinus  en  question. 
Pour  mener  une  normale  à  la  courbe  /=  o  par  un  point 
extérieur  (.x'o,  J'o)?  ^^  écrit  que  l'équation  de  la  normale  est 
satisfaite  par  les  coordonnées  ^o?  JKoi  on  a  alors 

X(,  —  x  _  jo  — r 

Cette  équation,  jointe  ày"=  o,  fait  connaître  les  coordonnées 
du  point  (^,  j),  où  la  normale  rencontre  la  courbe.  Si  /est 
de  degré  m,  l'équation  précédente  est  de  degré  m  aussi;  par 
suite  : 

Par  un  point  extérieur  on  peut  mener  m-  normales  à 
une  courbe  cV ordre  m. 

Exemple.  —  La  courbe  donnée  étant 

x'^        r2 

l'équation  qui  donne  les  pieds  des  normales  est  de  la  forme 

Xi^  —JK   _    y^^  -—  Y  _  __  ^  . 

si  l'on  en  tire  x  et  jk  pour  les  porter  dans  l'équation  de  la 
courbe,  on  a 

•^0  ,  Jo  _  . 


— è    K-é 


Cette  équation  a  toujours  deux  racines  réelles  ;  on  pourra  donc 
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toujours  mener  deux  normales  réelles  à  l'ellipse  par  un  point 
extérieur. 


XI.  —  Des  lignes  appelées  normale,  tangente,  sous-normale, 
sous-tangente. 

Soient  MP  {fig.  8)  l'ordonnée/ d'une  courbe  quelconque, 

Fis.  8. 


MT  sa  tangente  terminée  à  l'axe  des  x,  MN  sa  normale  égale- 
ment terminée  à  l'axe  des  x. 

MT,  la  tangente,  sera  désignée  par T 

MN,  la  normale,  par ]\ 

PN,  la  sous-normale,  par S„ 

PT,  la  sous-tangente,  par S^ 

dv 


SI         a  K 
oitj/'=  -~^  nous  aurons 


(0 


PN  =S„==jtangPMN=jKy, 


(2)         MN  =  N  =v/J•^+S;i  =  v/7H^-^^y^)=J\/I+/^ 


(3) 


TP  ^Sf  =jKtangTMP 


^  r 

tangPTM        / 


(4)         MT=T  =^^2_^s|  =  ^v/'+y-'^ 

Théofœme  I.  —  Toutes  les  courbes  qui  pour  une  même 
abscisse  ont  même  sous-normale  ont  une  différence  de 
carrés  d'ordonnées  constante,  et  récipj^ocjuement. 

Soient,  en  effet,  j^  et  z  les  ordonnées  des  deux  courbes  :  en 
vertu  de  (i), 

I^.  —  Traité  d'Analyse,  IL  2 
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on  en  conclut 

j2  —  ^2_|_  const. 

I ^ L'hyperbolejK^  _____  (^^2  —  ^2^ ^^ g^^ asymptotejr-  =  — ^  ^'^ 

ont  une  différence  de  carrés  d'ordonnées  constante  et  égale 
à  6^,  elles  ont  même  sous-normale;  on  en  conclut  un  moyen 
élégant  de  tracer  la  normale  à  l'hyperbole,  quand  on  a  tracé 
les  asymptotes. 

2^  L'équation  de  l'ellipse  est  y-  =  —  (a-  —  .^-),  sa  sous- 
normale  est  la  même  que  celle  des  droites  j^^  __  _  ^2^  mais 

elle  est  dirigée  dans  un  autre  sens^  néanmoins  cela  fournit 
une  construction  assez  simple  de  la  normale. 

3^  Dans  la  parabole  y^  =  2/?^,  la  sous-normale  jy'  est 
égale  à/>;  elle  est  donc  constante  :  de  là  encore  une  construc- 
tion facile.  La  parabole  est  d'ailleurs  la  seule  courbe  dans  la- 
quelle la  sous-normale  soit  constante,  car  dejj^'i^  const.  =/? 

on  conclut  —  =  px  -h  const. 

Théorème  IL  —  Lorsque  dans  deux  courbes  les  ordon- 
nées y,  z,  correspondant  à  une  même  abscisse  x,  sont  pro- 
portionnelles, les  sous-tangentes  sont  égales,  et  récipro- 
quement. 

En  effet,  de  l'équation  y  =  R;^  on  conclut,  en  supposant 
K  constant, 

ce  qui  montre,  en  vertu  de  (3),  que  les  sous-normales  sont 
égales;  réciproquement,  de 


on  tire 


y       z 
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OU,  en  appelant  K  une  constante, 

log7  =  logK^,        y  =  Kz 

XII.  —  Sur  les  coordonnées  trilinéaires. 

Il  j  a  souvent  avantage  à  représenter  un  point  M  par  ses 
distances  à   deux   droits   fixes   CA  et   GB;   soient  (fig-   9) 


MP  =  ^,  MQ  =  /  ces  distances;  si  l'on  prend  CB  pour  axe 
des  ordonnées  et  GA  pour  axe  des  abscisses,  les  coordonnées 
MP'=  5,  MQ'=  7)  seront  liées  r  x  et  ky  par  les  formules 

("  ^  =  îifc'       ^  =  ^- 

Ainsi  la  connaissance  de  $  et  de  '/]  entraînera  celle  de  x  et  jr, 
et  vice  versa,  de  sorte  que  x  et  y  seront,  au  même  titre  que 
;  et  Ti,  des  coordonnées  du  point  M.  Étant  donnée  une  figure 
par  son  équation 

en  coordonnées  ordinaires,  elle  sera  représentée  aussi  bien 
par  l'équation 


(2) 


^VsinC'   sincj       ^ 


en  coordonnées  x,  y. 

Gela  posé,  traçons  une  droite  quelconque  AB  coupant  AG 
et  BG,  appelons  z  la  distance  du  point  M  à  cette  droite  que 
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nous  supposerons  fixe;  .z  dépendra  de  ^  et  de  j^  et  sera  lié  à 
ces  variables  par  l'équation 

ax  -{-  by  -T~  cz  =  is, 

où  a,  bj  c  désignent  les  côtés  du  triangle  ABC  et  où  5  dé- 
signe sa  surface;  on  tire  de  là 

(3)  "  ^^ax^by  +  cz 


1S 


et  l'équation  (2)  s'écrit  alors 

,r  £C.2S  .Y- "2  s  1 

"^  \^{ax -r- by -i- czjsinC'   {ax -r- by -^  cz)siaC  j~     ' 

SOUS  cette  forme  elle  est  homogène  et  ne  contient  plus  que 
les  rapports  x  ly'.z. 

Les  quantités  ^,  JK,  ^  (et  même  plus  souvent  des  quantités 
égales  k  X,  y,  z  multipliées  par  des  facteurs  constants)  sont 
ce  que  l'on  appelle  les  coordonnées  trilinéaires  du  point  M, 
le  triangle  ABC  est  appelé  le  triangle  de  référence.  Les 
formules  (i)  et  (3)  permettent  de  passer  des  coordonnées 
ordinaires  aux  coordonnées  trilinéaires  et  vice  versa.  On  voit 
que  ces  formules  sont  générales,  pourvu  que  l'on  convienne, 
ainsi  que  nous  le  ferons,  de  regarder  x^  y,  z  comme  positifs 
si,  en  les  comptant  à  partir  des  côtés  du  triangle  de  réfé- 
rence, ils  sont  orientés  de  la  ineme  façon  que  les  coordonnées 
trilinéaires  des  points  intérieurs  au  triangle,  et  de  les  regar- 
der comme  négatifs  dans  le  cas  contraire. 

Toute  courbe,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  a  une 
équation  en  coordonnées  trilinéaires,  et  l'on  peut  même 
ajouter  que  toute  courbe  algébrique  d^ordre  m  a  une 
équation  de  degré  m  en  coordonnées  trilinéaires  ;  ainsi, 
par  exemple,  V équation  de  la  droite  est  du  premier  degré. 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  nous  allons  voir,  en 
effet,  que  toute  écjuatio?i  du  premier  degré  ne  représente 
pas  une  droite. 
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Considérons,  par  exemple,  l'équation 

(i)  lœ -^- my -^  nz  =  o; 

si  nous  rapportons  le  triangle  de  référence  à  deux  axes  rec- 
tangulaires situés  dans  son  plan,  les  équations  de  ses  côtés 

seront 

^  cosa -h  v]  sina — p  —  o,     pour  BG, 

^  cos  p -I- Tj  sin  (3  —  q  =  o,     pour  GA,    ■ 

^  cosY  -T-  TT)  siny  —  r  =  o,     pour  AB, 

a,  fi,  y;  /?,  q^  ;-  ayant  des  significations  bien  connues;  et  l'on 

aura 

X  =  ^  cosa  -T-  TQ  sin  a  — p, 

7= » 

^= ; 

l'équation  (i)  deviendra  alors,   avec  les  coordonnées   ordi- 
naires ^,  ri, 

^{l  cosa  -f-  m  cos  ^  H-  /i  cosy) 

-f-  Tj(/sina  -4-  m  sin^  -f-  Aï-  siny) —  Ip  —  mq  —  n/^  =  o. 

Cette  équation  du  premier  degré  en  Ç  et  r,  représente  bien, 
en  général,  une  droite;  cependant,  si  l'on  avait  à  la  fois 

l  cosa  -i-  fn  cos^  -f-  n  cosy  =  o, 
Z  sin  a  -h  m  sin  [3  -f-  /i  sin  y  =  o 

ou 

l  m 


sin  Y  cos^  —  sin  p  cos  Y        sin  a  cos  y  —  sin  y  cosa 

n 


~  sin  p  cos  a  —  sin  a  cos  p 
elle  ne  représenterait  plus  rien  du  tout.  Or,  si  l'on  observe  que 

sin  Y  cos^  —  sin  [3  cos  y  =  sin(Y  —  p) 

et  que  y  —  ^  est  l'angle  que  font  entre  eux  les  côtés  AB  et  AG 
du  triangle  de  référence  ou  son  supplément,  on  aura 

l  m  n 


sinA        sinB        sinG 
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et  l'équation  (i)  devient 

^  sin  A  -f-jKsinB  ^  z  sinC  =  o 
OU 

(2)  ax -~-hy -^  cz  ^=- o. 

Nous  avons  vu  que  le  premier  membre  de  cette  équation 
représente  25,  double  de  l'aire  du  triangle  de  référence; 
l'équation  (i)  ou  la  précédente  ne  représente  donc  rien. 

On  dit  cependant  alors  que  l'équation  (i)  ou  (2)  repré- 
sente la  droite  de  l'infini.  Expliquons  cette  locution  :  suppo- 
sons que  /,  m,  n^  d'abord  différents  de  <2,  h^  c,  tendent  vers 
ces  quantités,  mais  de  manière  que  l'on  n'ait  pas  constamment 

l        m       n 
abc 

Les  coefficients  de  \  et  yj,  différents  de  zéro,  tendront 
vers  zéro,  les  coordonnées  à  l'origine  de  la  droite  (i)  croî- 
tront indéfiniment,  la  droite  en  question  s'éloignera  indéfi- 
niment et  l'on  pourra  dire  que  l'équation  (2)  représente  la 
droite  de  V infini. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  sur  ce  sujet,  on  voit 
qu'une  équation  du  second  degré  en  ^,  jr,  z  pourra  repré- 
senter une  droite  ou  même  rien  du  tout;  on  dira  alors  qu'elle 
représente  deux  droites,  dont  l'une  est  la  droite  de  l'infini, 
ou  une  droite  double  située  à  l'infini,  etc. 

Supposons  que  p,  q^  r,  s,  ...  représentent  les  distances 
d'un  point  à  des  droites  P,  Q,  R,  S,  .  .  . ,  ayant  pour  équa- 
tions respectivement,  en  coordonnées  rectangulaires, 

o^cosa -+-J  sina — pi  =  o, 
X  cos  (3  4- j  sin  [3  —  ^1  =  0, 


toute  équation  de  la  forme 

/(:r,7)  =  o 
pourra,  et  cela  d'une  infinité  de  manières,  si  /?,  q,  r 
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sont  en  nombre  supérieur  à  deux,  se  mettre  sous  la  forme 

(i)  F(p,  q,  r,  s,   ...)=o. 

J'ajoute  que  la  fonction  F  pourra  être  supposée  homogène 
si  p,  qy  7%  ...  sont  au  nombre  de  trois  au  moins,  en  sorte 
que  toute  courbe  pourra  être  représentée  par  une  équation 
telle  que  (i);  mais  toute  équation,  telle  que  (i),  ne  représen- 
tera pas  nécessairement  une  courbe  située  à  distance  finie; 
/?,</,  r,  ..  .  peuvent  alors  être  considérés  comme  des  coor- 
données multilinéaires. 

XIII.  —  Tangentes  en  coordonnées  multilinéaires  et  en  particulier 
en  coordonnées  trilinéaires. 

Soit 

(i)  /(/>,  q,  r,  s,  ...)=o 

l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  multilinéaires  (voir 
le  paragraphe  précédent);  p,  q,  r^  s^  ...  seront  alors  les 
distances  d'un  point  de  la  courbe  à  des  droites  P,  Q,  R,  S,  ... 
représentées  en  coordonnées  ordinaires  par 

I  ^cosa    -jsina — ^^  =  o, 

(2)  <  X  cos '^ -~ y  sin '^ — q^—o, 

L'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  (i)  est,  en  coordonnées 
ordinaires, 

(3)  (X-.)|^(Y-^)|=o; 


or  on  a 


(4) 


mais 


(5) 


1  dx        dp  dx  ~^  àq  dx 
V  dy        dp  dy        ôq  dy 

i  p  ^=  X  cos  <x -+- y  s\n  OL — pi 
}   q  =  X  cos^-^y  ^'m^  — q^. 
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donc 

dp  _ 

dx  " 

-  cosa, 

dp 

-^-  —  sin  a, 

dy 

dx  ' 


Les  formules  (4)  deviennent  alors 


^f       àf  df 

\-  =  -^  cos  a  H-  ^  cos  B  + .  . . , 
dx        dp  dq         ^ 

df        df     .  df     .     . 

v-  =  -f"  sin  a  +  ^  sin  B  -4- ... , 

dy        dp  dq  ^  ' 

et  (3)  donne,  pour  l'équation  de  la  tangente, 

[(X  ~  x)  cosaH-(Y — y)  sina]  -f- 

+  [(X-:r)cosp^(Y-7)sinp]  |^-i-...=  o 

ou,  en  vertu  de  (5)  et  si  l'on  appelle  P,  Q,  R,  ...  ce  que 
deviennent  p,  q^  r,  ...  quand  on  y  remplace  x  par  X  et  y 
par  Y,  c'est-à-dire  les  distances  des  points  X,  Y,  .  .  . ,  aux 
droites  P,  Q,  R,  .  .  . , 

(6)  (P_/,)|^(Q_,)|^...  =  „; 

si  l'équation  (i)  est  homogène,  on  a 

df  df 

m  désignant  le  degré  de/,  et  (6)  devient  simplement 

dp  dq    '        dr    '   '  '  ' 

Telle  est  la  forme  remarquable  qu'affecte  l'équation  de  la 
tangente  en  coordonnées  multilinéaires. 

En  coordonnées  trilinéaires,  par  exemple,  l'équation  de  la 
tangente  à  la  courbe 

f{^,y,  z)==o, 

au  point  (x,y,  z)^  est 

dx  dy  dz 
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Pour  faire  une  application  des  considérations  précédentes, 
cherchons  à  exprimer  que  l'équation  du  second  degré 

/=.  Ax'^-^  A>2__  A"^2^-  iByz  -^  iB'xz  -\-iWxy  =  o 

représente  une  parabole.  Il  suffit  d'exprimer  que  cette  courbe 
est  tangente  à  une  droite  qui  s'est  éloignée  indéfiniment;  en 
d'autres  termes,  elle  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini 

ax-^by-r-cz  =  o, 

ou,  en  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnées  courantes, 

pour  que  cette  droite  soit  tangente  à  la  courbe /=  o,  il  faut 
qu'elle  puisse  s'identifier  avec  l'équation  d'une  tangente 


dx 


dy 


ou  que  1  on  ait 


àf  .  àf  ^j  df 

ox  oy  ôz 


dz 


ox       "^    oy 


dz 


ax  -X-  by  --  c  z 
Si  l'on  égale  ces  rapports  à  p  et  si  l'on  observe  que 


àf  àf  df  . 

âx       -^   dy  dz         "^ 


si  enfin  on  remplace  les  dérivées  de/" par  leurs  valeurs,  on  a 


A;r--B>- 

-  B'  z  - 

pa  =  0, 

Wx-k'y- 

-  B  z  —  pb  =  0, 

Wx—By  - 

-  k"z  —  pc  =  0; 

ax  -^  by   - 

-  cz  =  o; 

d'où  l'on  tire 

A     B" 

B'     a 

B"     A' 
B'     B 

13      b 

A"     c 

=  0. 

a      b 

c      0 

Telle  est  la  condition  pour  que  la  conique  touche  la  droite 
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ax  -^-hy  -\-  cz^=o\  si  celte  droite  est  la  droite  de  l'infini, 
c'est-à-dire  si  a,  h,  c  sont  les  côtés  du  triangle  de  référence, 
l'équation  précédente  exprimera  que  la  conique  en  question 
est  une  parabole. 

XIV.  —  Théorème  de  Poinsot. 

Les  considérations  précédentes  touchent  de  très  près  à  un 
théorème  remarquable  dû  à  Poinsot  (^)  et  que  nous  allons 
démontrer. 

Soient  p,  q,  r,  ...  les  distances  d'un  point  M  à  des 
lignes  fixes  P,  Q,  R,  .  .  . ,  distances  comptées  sur  les  nor- 
males menées  de  ce  point  M  à  ces  lignes,  U équation 

définira  en  général  une  courbe,  et  la  normale  à  cette 
courbe   au  point   M  s' obtiendra  en  cherchant  la   résul- 

tante  de  droites  égales  ci  -^^  .^'  ••*  respectivement  por- 
tées à  partir  du  point  M  sur  les  lignes  p^  q^  r^  ...  vers  les 
lignes  P,  Q,  R,  .  .  . ,  ou  en  sens  inverse  suivant  que  —, 
-y-7  '  •  '  seront  positifs  ou  négatifs. 

En  effet,  soient  x^y  les  coordonnées  de  M,  soient  a,  b  les 
coordonnées  du  point  où  la  normale/)  rencontre  la  ligne  P; 
«',  b'  les  coordonnées  du  point  où  la  normale  q  rencontre 
la  ligne  Q,  ...  ;  nous  aurons 

(I)  ^:^^/^  +  ^^_|-...; 

^    ^  dx        dp  dx        dq  dx        '  '    ' 

or 

et,  en  différentiant, 

pdp  =  (x  —  a)dx-\-(y  —  b)dy  —  {x  —  a)da  —  {y  —  b)db; 

(')  Ou  du  moins  utilisé  par  lui  dans  une  circonstance  importante. 
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mais  (^  —  a)da-[-{y  —  b)db  est  nul,  puisque  le  déplace- 
ment da^  db,  effectué  le  long  de  la  ligne  P,  est  normal  à  la 
direction  x  —  a,  y  —  6  de  la  droite  /?  ;  on  a  donc 

-         X— a   j         y  —  b    j 
dp  =  ax  H- av. 

En  appelant  a  l'angle  de  la  droite/)  avec  l'axe  des  x,  on  a 


X 

—  a 

=  cos  a, 

P 

r  —  b 

=  sina 

P 

donc 

dp  =  cosoLdx 

-T-  sinaâT^; 

donc 

dp 
âx 

dq 

=  cosa,          ~ 

âx 

=  cosa', 

a',  cd' ,  .  .  .  désignant  les  angles  que  les  droites  ^,  r,   ...   font 
avec  l'axe  des  x,  l'équation  (i)  devient  alors 

(  2  )  -^-  =  -~-  COS  a  -'-  -T-  cos  a  -h  ^  cos  a  +  .  .  . . 

ax        dp  ôq  ôr 


Or,  si  l'on  pose 


«-[©■*(i)f 


et  si  l'on  appelle  cp  l'angle  que  la  normale  fait  avec   l'axe 
des  X,  on  a 

I       ^/  ^f  AT 

—  -f-  z=z  cos  CD  OU  -f-  =  jN  coscp; 

^  dx  '  dx  ^ 

la  formule  (2)  donne  alors 

JN  cos  CD  =:  -^  cos  a  -h  ^  cos  a  -^  -—  cos  a  -t-  ...  ; 
'         dp  dq  dr 

donc  la  ligne  N  portée  sur  la  normale  à  la  courbe  /^  o  a 
pour  projection  sur  l'axe  des  x^  et  aussi  sur  l'axe  des^,  une 

ligne  égale  à  la  somme  des  projections  de  -p?  -p?  •♦•  por- 
tées sur  les  droites  /?,  </,/•,  .  .  .;  il  faut  en  conclure  que  la 
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normale  à  la  courbe /=  o  en  M  est  dirigée  suivant  la  résul- 
tante de  ces  droites  ;  si  ~-  était  négatif,  il  faudrait  le  remplacer 

par  sa  valeur  absolue  comptée  dans  la  direction  tc  +  a,  .... 
Le  théorème  en  question  se  trouve  donc  démontré. 

Nous  allons  en  faire  quelques  applications,  mais  observons 
pour  cela  que  le  théorème  subsiste  quand  aux  courbes  P,Q,  ... 
on  substitue  des  points  fixes.  La  démonstration  dans  ce  cas 
est  d'ailleurs  plus  simple,  en  ce  sens  que  a,  b^  a' ,  b' ,  .  .  .  sont 
constants. 


XV.  —  Tangentes  à  quelques  courbes  en  coordonnées  multipolaires. 

L'ellipse  peut  être  définie  par  une  équation  de  la  forme 
p  -i-  q  =  '1  a,, 

p  et  q  désignant  les  distances  d'un  point  de  la  courbe  aux 
foyers;  la  normale  en  un  point  quelconque  s'obtiendra  en 
composant  des  droites  égales  à  i,  portées  sur  les  rayons  vec- 
teurs, car  ici  -  -  r=  i ,  -~^  :=  i ,  mais  on  obtient  alors  la  bissec- 
dp  ^  dq  ' 

triée  de  l'angle  des  rayons  vecteurs.  L'équation  de  Fhyper- 
bole  dans  ce  système  de  coordonnées  serait 

p  —  q  =  '?.a, 

et  la  normale  s'obtiendrait  en  composant  des  droites  égales  à 
l'unité,  portées  sur  un  rayon  vecteur  et  le  prolongement  de 
l'autre,  ce  qui  fournit  une  construction  connue. 

La  lemniscate  est  une  courbe  telle  que  le  produit  de  ses 
rayons  vecteurs  p,  q,  issus  de  deux  points  fixes  P,  Q,  est  con- 
stant; on  a  donc,  en  appelant  C  une  constante,  pour  tout 
point  de  la  lemniscate, 

pq  =  C. 

Ici,  -^-  =  ^,  -7^  =  /;  ;  on  obtiendra  donc  la  normale  en  com- 
posant deux  droites  égales  chacune  à  un  rayon  vecteur,  mais 
portée  sur  la  direction  de  l'autre  rayon. 
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Le  lieu  des  points,  tels  que  l'on  ait/?- +  ^"  =  const.,  est  un 
cercle  ;  on  peut  vérifier  que  la  construction  de  Poinsot  fournit 

un  rayon.  Le  lieu  des  points,  tels  que  l'on  ait  —  =  const. ,  est 

un  cercle;  en  mettant  cette  équation  sous  la  forme 

ap  —  bq  ~  o, 

on  obtient  une  construction  de  la  normale,  qui  consiste  à 
chercher  la  résultante  de  deux  droites  proportionnelles  à 
<2  et  —  b,  ou  à  ^  et  — p,  portées  sur  les  rayons  vecteurs,  con- 
struction analogue  à  celle  de  la  normale  à  la  lemniscate. 
Si/»,  ^,  r,  .  .  .  désignent  les  distances  d'un  point  M  à  des 
points  fixes, 

<7/>2  -1-  hq^  -f-  cr-  -\- .  .  .—  const. 

représentera  un  cercle;  la  normale  en  un  point  M  de  ce 
cercle  sera  dirigée  suivant  la  résultante  de  droites  de  lon- 
gueur a/?,  by^  cr^  .  .  .  portées  sur  les  rayons  vecteurs  />,  </, 
/•,  .  .  . ,  et  l'on  pourrait  multiplier  les  exemples  à  l'infini. 

Mais  revenons  au  cas  général  et  supposons  une  courbe 
définie  par  des  coordonnées  bipolaires,  c'est-à-dire  par  les 
distances  /?,  q  de  chacun  de  ses  points  M  à  deux  points 
fixes  P,  Q. 

Si 

est  l'équation  de  la  courbe,  la  résultante  des  droites  -/?    ~ 

^  dp      âq 

portées  sur  les  rayons  vecteurs  MP,  MQ  donne  la  direction 
de  la  normale  en  M.  Mais  le  rapport  -.-^  :  --,  identiquement 
égal  à  —  -,-,  fait  connaître  le  rapport  des  sinus   des  angles 

que  la  normale  fait  avec  les  rayons  vecteurs.  Car  ^  et  V-  sont 

*  '^  dp        âq 

proportionnels  aux  côtés  du  parallélogramme  dont  la  diago- 
nale est  normale  à  la  courbe,  et  les  sinus  de  a  et  (3  sont  aussi 
proportionnels   à   ces   côtés.   En   appelant  a  l'angle   que   le 
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rayon  p  fait  avec  la  normale,  p  l'angle  que  le  rayon  q  fait 
avec  la  normale,  on  a  donc 


dp 

sin^  :  sina. 

et,  par  suite, 

(a) 

dg 

_  sin{i 

dp 

sina 

ou,  si  l'on  veut, 

sin^ dp  -•-  sin a dq  —  o, 

relation  importante  dont  on  peut  tirer  une  foule  de  consé- 
quences. En  voici  quelques-unes  : 

Quelles  sont  les  courbes  dans  lesquelles  la  normale  par- 
tage en  deux  parties  égales  V angle  des  rayons  vecteurs 
issus  de  deux  points  fixes? 


On  doit  avoir 
donc 


sina 
a  =  i,  donc  -; — tt  —  i 


sin 


dq 
dp 


dp  -\-  dq  ^=^  Q\ 


on  en  conclut  p  -\-  qzz^  const.,  et  l'ellipse,  comme  l'on  voit, 
est  la  seule  courbe  jouissant  de  cette  propriété. 

Quelle  courbe  faudrait-il  prendre  pour  méridien  d'une 
lentille  pour  que  les  rayons  lumineux  issus  d'un  foyer  V 
allassent  tous  converger  en  un  même  point  Q? 

Dans  la  courbe  en  question  /i  =  — -^  (oul'indice  de  réfrac- 

^  smp  ^ 

tion)  est  constant;  on  a  donc 

—  ->-  ==  /i         ou         dq  --  n  dp  =^  o. 

On  en  conclut,  pour  l'équation  des  courbes  cherchées, 

q  -r-  np  ^=  const.  ; 
ces  courbes  portent   le  nom  à^ovales   de  Descartes  ;  elles 
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jouissent  de  propriétés  curieuses  et  nous  les  retrouverons 
plus  loin. 

Passons  maintenant  à  d'autres  applications  du  théorème 
de  Poinsot. 


XVI.  —  Tangentes  dans  le  système  pôle-directrice. 

Dans  le  système  pôle-directrice,  un  point  est  déterminé 
par  ses  distances  S  à  une  droite  fixe  D,  et  /  à  un  point  fixe  F  ; 
la  droite  est  dite  directrice,  le  point  F  est  le  foyer  ou  pôle. 
Une  relation,  telle  que 

?(§,/)  =  o, 

définit  une  courbe;  la  normale  à  cette  courbe,  en  vertu  du 

théorème  de  Poinsot,  est  la  résultante  de  deux  droites  -t|  et 

J2.  portées,  l'une  normalement  à  la  directrice,  l'autre  dans  le 

sens  du  rayon  vecteur.  L'équation  des  coniques,  dans  ce  sys- 
tème, est 

f  =z  e  ^         ou        / — e  0  =  o, 

e  désignant  l'excentricité.  La  normale  est  la  résultante  de 
deux  droites  i  et  +  e  portées  sur  le  rayon  vecteur  et  sur  la 
perpendiculaire  à  la  directrice,  mais  en  sens  inverse  de  cette 
perpendiculaire.  Ces  lignes  i  et  e  peuvent  être  remplacées 
par  les  lignes  proportionnelles  8  et  e  8  ou  S  et  /.  Quand 
e  =  I ,  on  a  une  parabole  et  l'on  retrouve  la  propriété  connue 
de  sa  normale. 

Soit  a  l'angle  que  la  normale  fait  avec  le  rayon  y  et  P  l'angle 
qu'elle  fait  avec  la  perpendiculaire  à  la  directrice-,  on  aura 

^?  .  -^T  _        d^  _  sin  a 
Dans  les  coniques,  cette  relation  donne 

0        sin^ 
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OU,  en  appelant  a'  et  ^'  les  angles  que  la  tangente  fait  avec/ 

et  0, 

/  _  cosa' 

ou  encore,  en  faisant  abstraction  du  signe, 

cosa'        cos^' 

Cette  équation  exprime  que  la  même  longueur  T,  projetée 
sur  la  ligne  o  et  sur  le  rayon  y,  donne  pour  projections  ô  et/. 
Si  l'on  suppose  cette  longueur  comptée  à  partir  du  point  de 
contact,  son  extrémité  sera  sur  la  directrice;  donc  : 

Si,  dans  une  conique,  on  Joint  le  point  où  la  tangente 
rencontre  la  directrice,  au  foyer,  cette  droite  sera  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur. 

D'oii  une  construction  de  la  tangente  aux  coniques. 

XVII.  —  Tangentes  en  coordonnées  polaires. 

Lorsqu'une  courbe  est  donnée  en  coordonnées  polaires,  il 
est  commode  de  déterminer  sa  tangente  au  moyen  de  Tangle 
qu'elle  fait  avec  le  rayon  vecteur. 

Soient  i^fig'  lo)  ;•,  9  les  coordonnées  du  point  M  par  rap- 


port au  pôle  O  et  à  l'axe  polaire  OX.  Menons  le  rayon 
OM  =  r  et  le  rayon  voisin  0M'=  r  +  A/-;  du  point  M  abais- 
sons MP  perpendiculaire  sur  OiM';  nous  aurons 

PM 


tangMM'P^    ^j,p 
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A  la  limite,  MM'P  se  réduit  à  l'angle  cherché  V;  PM  est 
OMsinPOM  =  rsin<i6         ou         rd^. 


égal  à 


en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  pre- 
mier ;  M'P  est  la  différence  entre 


Ar  =  OM' 


et 


OP  ==  rcosd^, 


ou,  en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur,  la  différence 
entre  r  +  dr  et  r.  c'est-à-dire  dr'  on  a  donc 


tancrV  =  lim 


rd^ 


quand  <i8  =  o;  mais  la  limite  de  r  ~r  est  précisément  t^  -j-  où 
d^  est  quelconque,  ainsi 

^r       rd^ 

Considérons  {fig>  ii)  la  tangente  MT  en  M  à  une  courbe 

Fig.  II. 


rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  et  la  normale  MN;  par 
le  pôle  O,  menons  NT  perpendiculaire  au  rayon  vecteur, 
OM  =  r,  du  point  M;  posons 


ON  =:  S„,         OT  =  S,, 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IT. 


MN  =  N,         MT  =  T; 
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les  lignes  Sn.  St,  N,  T  sont  appelées  la  sous-normale,  la 
sous- tangente,  la  normale  et  la  tangente  polaires.  On 
trouve,  sans  difficulté, 

^,  r  dr  c  »        Ar        r^d^ 

tangV        aO  ^  dr 


\A^W'   ^V' 


d^y 

dr)  ' 


Toutes  les  courbes  qui  ont  même  sous-normale  pour  un  même 
angle  polaire  Q  ont  même  -^;  si  donc  on  appelle  r  et  r'  les 
rayons  vecteurs  de  deux  de  ces  courbes,  on  a 


dr 
d^  " 

dr' 

=  r' - 

f-  const. 

OU 


On  obtient  donc  l'une  des  courbes  en  prolongeant  les  rayons 
vecteurs  de  l'autre  d'une  quantité  constante.  L'une  des  courbes 
est  dite  la  conchoide  de  l'autre;  on  voit  que,  pour  mener 
la  normale  à  la  conchoide  d'une  courbe,  il  suffit  de  savoir 
mener  la  normale  à  cette  courbe,  et  de  construire  sa  sous- 
normale-,  on  aura  ainsi  celle  de  la  conchoide  et,  par  suite,  sa 
normale. 

Il  ne  faut  pas  confondre  la  conchoide  d'une  courbe  avec  la 
courbe  parallèle  à  celle-ci.  Une  courbe  parallèle  à  une  autre 
s'obtient  en  prolongeant  les  normales  à  celle-ci  d'une  quan- 
tité constante.  Le  théorème  de  Poinsot  donne  tout  de  suite  la 
normale  à  la  courbe  parallèle;  si  l'on  appelle  p  la  quantité 
dont  on  a  prolongé  les  normales, 

/~p  —  const.  =  o 

est  l'équation  de  la  courbe  parallèle  ;  sa  normale  est  la  résul- 
tante d'une  seule  droite  égale  à  -•-  =  i ,  portée  sur  la  normale 

à  la  courbe  proposée  :  elle  a  donc  même  normale  que  la  courbe 
proposée. 
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Si  dans  une  courbe  la  sous-normale  K  est  constante,  on  a 

-y^-  =  K,  r  =  KO  +  const.  ; 

la  courbe  est  une  sorte  de  spirale  à  laquelle  on  donne  le  nom 
de  spirale  d^ Archimède  ou  de  Conon.  Les  conchoïdes  de 
ces  spirales  sont  encore  des  spirales  égales,  comme  on  peut 
s'en  assurer  par  un  changement  d'axe  polaire. 

Soient  r  et  r'  les  rayons  de  deux  courbes  qui,  pour  un 
même  0,  ont  même  sous-tangente;  on  aura 


r-^d^ 
dr    ~ 

r'2  6/ô                     dr 
dr                          r^ 

dr' 
r'2 

on  en  conclut 

I         I 

-  =  — ,  +  const. 
r        r 

Si  l'on  cherche  les  courbes  dans  lesquelles  la  sous-tangente 
est  constante  et  égale  à  K,  on  a 


ou  bien 


I   dr 


-  =  const.  -1-  K6. 


Ces  courbes  portent  le  nom  de  spirales  hyperboliques; 
elles  se  ramènent  à  la  forme  r9  =  const.  par  un  changement 
d'axe  polaire. 

Parmi  les  courbes  dont  il  est  intéressant  de  trouver  la  tan- 
gente en  coordonnées  polaires,  se  trouve  la  courbe  transcen- 
dante appelée  5/? /ra/e  logarithmique  ;  soM  équation  s'obtient 
en  écrivant  qu'elle  coupe  tous  les  rayons  vecteurs  sous  un 
angle  constant;  tangV  est  alors  constant,  et  l'on  a 

rd^ 

-dF  =  '""^^ 

ou 

i  dr 

7-M  =  ""^' 
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on  en  déduit 

logr  =  ô  cotV 

sans  ajouter  de  constante,  ce  qui  revient  à  faire  tourner  l'axe 
polaire.  Uéquation  précédente  revient  à 

M.  Pillet  a  reconnu  que  les  volutes  de  plusieurs  chapiteaux 
ioniens  et  corinthiens  étaient  formées  de  spirales  logarith- 
miques. On  voit  facilement  que,  quand  une  spirale  de  cette 
nature  tourne  autour  de  son  pôle,  elle  reste  homothétique  à 
elle-même. 

La  spirale  logarithmique  tourne  indéfiniment  autour  du 
pôle,  qui  est  pour  elle  un  point  asymptote. 

L'équation  de  la  tangente  à  une  courbe  en  coordonnées 
polaires  est  celle  d'une  droite 

(i)  -  =  Acos6-i-Bsin6, 

qui  passe  par  les  points  R,  0  et  R  H-  â?R,  0  +  <i0  infiniment 
voisins  sur  la  courbe  ;  les  coefficients  A  etB  seront  alors  dé- 
terminés par  les  équations 

^  =  A  cos6  4-  B  sin0, 

(2)  [ 

4:  +  ^-^  =  Acos(0  4-^e)4-Bsin(e-f-o?e); 
\   K  K 

on  peut  remplacer  la  seconde  par 

(3)  6^-1  =  —  A  sinO^e-hBcose^e; 

l'élimination  de  A,  B  entre  (i),  (2),  (3)  donne  l'équation  de 
la  tangente 

l  =  ^eos(e-e)-^sin(e-e). 
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XVIII.  —  Des   podaires. 

Si  d'un  point  O  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  toutes 
les  tangentes  à  une  courbe,  le  lieu  des  pieds  P  de  ces  per- 
pendiculaires est  la  podaire  du  point  O  par  rapport  à  la 
courbe  en  question. 

Soit(/^-.  12) 

l'équation  d'une  tangente  à  la  courbe  proposée  au  point  M, 


(a,  p);  le  point  P  sera  donné  par  l'équation  (i)  et  par  la  sui- 
vante (on  suppose  le  point  O  à  l'origine  des  coordonnées) 

si,  entre  (i)  et  (2),  on  élimine  -7^?  on  a 

7(7  — P)=— ^(^  — «) 
ou 

c'est  l'équation  d'un  cercle  passant  par  O,  P,  M  et  ayant  son 
centre  au  milieu  de  OM.  Cherchons  la  tangente  en  P  à  la 
podaire;  son  équation  est 

(4)  y-^=g(X-.); 
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or  de  (3)  on  lire 

IX  dx  -^  iy  dy  —  '^  dy  —  oidx  — j  d^  —  x  d:L  —  o 
ou,  en  vertu  de  (2), 

dx{ix  —  a) 4-  dy^iy  —  ^)=  o 

OU 

dy  _       IX —  a 
dx~       iy  —  {3 

L'équation  (4)  devient  alors 

^  27  —  ^  ^ 

mais  —  — Q  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au 

cercle  (3)  menée  par  le  point  M;  donc  la  normale  à  la  po- 
daire  d'une  courbe  passe  par  le  milieu  du  rayon  vecteur  OM 
de  cette  courbe. 

On  peut  le  démontrer  par  des  considérations  synthétiques, 
en  observant  que,  si  l'on  considère  une  tangente  M' P'  infini- 
ment voisine  de  MP  et  le  point  P^  de  la  podaire  infiniment 
voisin  de  P  sur  cette  tangente,  les  points  P  et  P'  seront  sur 
un  cercle  décrit  sur  OH  comme  diamètre;  or,  la  droite  PP' 
étant  à  la  limite  la  tangente  à  la  conchoïde  et  au  cercle,  le 
théorème  se  trouve  démontré,  parce  que  la  normale  com- 
mune passera  parle  milieu  de  OH  qui  se  confondra  avec  OM. 

On  voit  que  la  podaire  touche  la  courbe  aux  points  M,  tels 
que  OM  soit  normale  à  la  courbe. 

Si  l'on  prend  le  point  O  par  pôle  et  si  l'on  appelle  r,  9 
les  coordonnées  polaires  de  M,  et  r^  et  84  celles  de  P,  on  aura 

d'où 


''  =  \'-^T-^^\ 


Oi  =  0  —  arc  tan 


dr 
Tdh 
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XIX.  —  Énumération  de  quelques  podaires. 

i^  Podaire  du  cercle.  —  La  podaire  du  cercle  est  une 
conchoïde  de  cercle  (p.  34)- 

En  effet,  soient  {fig-  i3)  Gle  cercle,  O  un  pôle  fixe,  MP  une 

Fig.  i3. 


tangente  au  cercle,  OP  une  perpendiculaire  à  cette  tangente^ 
menons  GA  parallèle  à  MP;  le  lieu  du  point  A  est  un  cercle 
décrit  sur  OC  comme  diamètre  ;  AP  étant  constant  et  égal 
au  rayon  du  cercle  G,  on  Yoit  que  le  lieu  du  point  P  est  à  la 
fois  la  podaire  du  cercle  G  et  la  conchoïde  du  cercle  décrit 
sur  GO  comme  diamètre. 

Quand  le  point  O  est  sur  le  cercle  G,  la  podaire  prend  le 
nom  de  cardioïde. 

L'équation  polaire  du  cercle  décrit  sur  GO  =  a  comme 
diamètre  étant  r  =  acos8,  celle  de  la  conchoïde  sera 

r  —  a  cos6  -h  const.; 

ce  sera  aussi  celle  d'une  podaire  quelconque  de  cercle. 

2°  Les  podaires  de  coniques  seront  étudiées  plus  loin 
parmi  les  courbes  anallagmatiques . 

3°  La  podaire  d'une  parabole,  en  prenant  pour  pôle  le 
pied  de  la  directrice  sur  l'axe,  est  ce  que  l'on  appelle  une 
strophoide. 

La  strophoide  présente  un  mode  de  génération  qu'il  est 
bon  de  connaître. 

Soient  {Jig.  i4)  F  le  foyer,  S  le  sommet  d'une  parabole, 
O  le  pied  de  la  directrice,  PT  une  tangente,  P  le  pied  de  la 
perpendiculaire  menée  de  O  sur  cette  tangente.  Si  du  foyer  F 


\RR  A  o^ 
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on  abaisse  FK  perpendiculaire  sur  la  tangente,  K  sera  sur  la 
tangente  SK  au  sommet.  Soient  M  le  point  où  SP  rencontre 
la  directrice,  I  le  milieu  de  PK;  les  angles  FKS,  KSI,  ISP, 

Fi  g.  14. 


SPO  sont  égaux;  or  MOP  =  ISK,  donc  ISK  ==  MPO,  donc 
MO  :=  MP,  et  Ton  a  le  mode  de  génération  suivant  de  la 
strophoïde  : 

Prendre  un  point  fixe  S  et  une  droite  fixe  OD,  mener  le 
rayon  vecteur  SMP,  prendre  MP  =  MO  ;  le  lieu  du  point  P 
est  la  strophoïde.  La  droite  OP  est  un  diamètre  de  la  courbe, 
ainsi  que  l'on  s'en  assure  en  cherchant  l'équation  de  la  stro- 
phoïde engendrée  comme  il  vient  d'être  dit. 

En  prenant  OT  pour  axe  des  x^  OD  pour  axe  des  y  et 
en  faisant  OS  =  a,  on  a,  pour  équation  de  la  strophoïde, 


xy^ 


^3  4-a(a72— j2) 


Les  cercles  ayant  leur  centre  sur  la  parabole  et  passant  par  le 
pied  O  de  la  directrice  sont  tangents  à  la  strophoïde.  Nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  cette  proposition. 

4°  La  podaire  de  la  parabole,  quand  on  prend  le  sommet 
pour  pôle,  est  une  cissoïde ;  ainsi  le  lieu  du  point  I  est  une 
cissoïde.  On  peut  donner  de  la  cissoïde  le  mode  de  généra- 
tion suivant,  imaginé  par  Dioclès,  inventeur  de  cette  courbe. 

Si  l'on  mène  OA  parallèle  à  la  tangente  Kï  à  la  parabole, 
le  lieu  du  point  A  sera  le  cercle  décrit  sur  OS  comme  dia- 
mètre. Les  triangles  JAO  et  IKS  sont  égaux;  donc  IS  =  JA. 

On  peut,  par  suite,  pour  engendrer  la  cissoïde  tracer  un 
cercle,  mener  les  rayons  vecteurs  issus  de  S,  mener  la  tangente 
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au  point  O  diamétralement  opposé  de  S,  prendre  Jl  =  SA; 
le  lieu  des  points  I  est  la  cissoïde. 

En  prenant  SR  pour  axe  des  y^  SO  pour  axe  des  x  et  en 
posant  OS  =  <2,  l'équation  de  la  cissoïde  est 

5°  La  podaire  de  l'hyperbole  équilatère  par  rapport  à  son 
sommet  est  une  lemniscate  de  Bernoulli.  Cette  courbe  en 
coordonnées  bipolaires  a  pour  équation 


c  désignant  la  demi-distance  des  pôles.  Ce  résultat  est  facile 
à  vérifier  par  l'Analyse. 

Rappelons  enfin  que  la  droite  est  la  podaire  d'une  para- 
bole par  rapport  à  son  foyer,  et  que  le  cercle  est  une  podaire 
de  conique  à  centre  relativement  à  l'un  de  ses  foyers. 


XX.  —  Transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Quand  deux  courbes  en  coordonnées  polaires,  pour  une 
même  valeur  de  l'angle  polaire,  sont  telles  que  le  produit  de 
leurs  rayons  vecteurs  reste  constant,  on  dit  qu'elles  sont 
transformées  Vune  de  Vautre  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

r=/(0), 


/(«) 


sont  les  équations  polaires  de  deux  courbes  transformées  l'une 
de  l'autre  par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  l'on  a  ;V=:  k-  ; 
/(•-  est  le  module  de  la  transformation^  il  peut  être  négatif. 
On  reconnaît  aisément  que  la  transformée  d'une  droite  est 
un  cercle,  et  que  la  transformée  d'un  cercle  est  un  cercle  qui 
se  réduit  à  une  droite,  si  le  pôle  est  sur  le  cercle.  En  effet, 
l'équation  du  cercle  est 

7-2-^-  r(a  cos6  h-  6  sin6)  ^-  c  =  o, 
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et,  en  changeant  ren— ?  cette  équation  conserve  sa  forme; 
cependant,  si  c  =  o,  elle  prend  la  forme 

a  cosO  -f-  b  sin6 

équation  d'une  droite. 

Les  tangentes  aux  points  correspondants  de  deux  courbes 
transformées  l'une  de  l'autre  par  rayons  vecteurs  réciproques 
font  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  commun  ;  en 
effet,  pour  Tune  des  courbes,  on  a 

tangV  =  r^, 

V  désignant  l'angle  que  le  rayon  vecteur  r  fait  avec  la  tangente 
et  8  l'angle  polaire.  Pour  l'autre,  en  appelant  V  l'angle  que 
fait  le  rayon  vecteur  r'  avec  la  tangente,  on  a 


or 


On  en  conclut 


r  —  —  ■)  dr  =^ 5  dr. 


d^ 
tangV^-r^j 


donc  V  et  V^  sont  supplémentaires  :  en  d'autres  termes,  les 
tangentes  aux  deux  courbes  font  des  angles  égaux  avec  le 
rayon  vecteur,  mais  elles  ne  sont  pas  parallèles^  elles  sont 
antiparallèles. 

Il  résulte  de  là  que  deux  courbes  et  leurs  transformées 
par  rayons  vecteurs  réciproques  se  coupent  sous  le  même 
angle,  et  cet  angle  est  la  différence  des  angles  que  les  courbes 
ou  leurs  transformées  font  avec  le  rayon  vecteur  du  point  où 
elles  se  croisent. 

Par  suite,  si  Von  sait  construire  la,  tangente  à  une  courbe, 
on  saura  aussi  construire  la  tangente  à  sa  transformée. 
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Nous  remarquerons,  en  terminant,  que  la  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques  d'une  conchoïde  de  cercle  est  une 
conique  ayant  pour  foyer  le  pôle;  en  effet,  la  conchoïde  du 
cercle  a  pour  équations,  quand  on  prend  le  pôle  sur  le  cercle, 

r  =  a  -h  2R  cos6, 

R  désignant  le  rayon  du  cercle  et  a  une  constante;  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  a  pour  équation 


<x  +  2  R.  cosO^ 

c'est  bien  l'équation  générale  des  coniques  rapportées  à  leur 
axe  et  à  leur  foyer. 

XXI.  —  Description  de  l'appareil  Peaucellier  et  de  ses  dérivés. 

C'est  ici  l'occasion  de  parler  d'une  série  d'appareils  à  tiges, 
qui  permettent  de  tracer  les  courbes  d'un  mouvement  con- 
tinu. Le  plus  ancien  de  ces  appareils,  et  le  plus  connu,  est 
\q pantographe  qui  permet  de  construire  une  courbe  sem- 
blable à  une  courbe  donnée  :  O  est  un  point  fixe  {fig-  i5), 

Fig.  i3. 


OAB  une  tige  capable  de  tourner  autour  de  O;  AD,  DC,  CB 
sont  trois  tiges  formant  avec  AB  un  parallélogramme  articulé 
en  A,  B,  G,  D. 

Si  l'on  joint  OC,  on  aura  -^^  =  j^',  donc  le  point  oii  la 

droite  idéale  OC  rencontre  AD  est  fixe  sur  la  tige  AD,  et  ce 
point  décrit  une  figure  semblable  à  celle  que  décrit  le  point  G 
quand  on  fait  mouvoir  tout  l'appareil  autour  du  point  O.  Si 
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un  crayon  est  placé  en  M  et  si  avec  le  point  G  on  suit  un  con- 
tour donné,  le  crayon  décrit  la  figure  semblable,  et  il  est  clair 
que  O  est  centre  de  similitude. 

Le  parallélogramme  de  Watt  est  connu  du  lecteur,  nous  le 
citons  simplement  pour  mémoire. 

L'appareil  Peaucellier,  ou  inverseur  Peaucellier,  permet 
de  construire  d'un  trait  continu  la  figure  transformée  d'une 
autre  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

L'inverseur   Peaucellier  {fig.  i6)    se    compose    d'un  lo- 

Fig.  i6. 


sange  ABCD  articulé  en  chacun  de  ses  sommets;  deux  tiges 
égales  OA  et  OC  sont  articulées  en  A,  en  G  et  en  O  qui  est  un 
point  fixe.  Quand  le  point  D  décrit  une  ligne,  le  point  B  décrit 
sa  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  ;  le  pôle  est 

en  O,  le  module  est  égal  à  OA  —  AD  . 

En  effet,  OB  x  OD  est  égal  à  la  puissance  du  point  O  par 
rapport  au  cercle  décrit  de  A  comme  centre  avec  AD  pour 
rayon. 

Voici  quelques  applications  de  l'inverseur  Peaucellier  : 

Si  l'on  fait  décrire  au  point  D  un  cercle,  en  articulant  en 
D  une  tige  Dû  capable  de  tourner  autour  du  point  ù  et 
telle  que  sa  longueur  OD  =:  OQ,  le  point  D  décrira  un  cercle 
passant  en  O,  et  alors  B  décrira  une  droite;  l'appareil  ainsi 
constitué  résout  le  problème  que  Watt  s'était  proposé  : 
transformer  un  mouvement  circulaire  en  un  mouvement 
rectiligne. 

Supposons  maintenant  que  l'on  fixe  le  point  D  ;  on  aura 
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toujours  OD  X  OB  ^  const.  =  k-  ;  et,  entre  les  rayons  vec- 
teurs DB  =  p,  DO  =  p- ,  on  aura  la  relation 

p'  X  (  p  +  p  )  =  a:2         ou         p  =  Y^-—  ' 

Si  p^r=  RcosQ,  c'est-à-dire  si  l'on  assujettit  le  point  O  à  dé- 
crire un  cercle  passant  en  D  au  moyen  d'une  tige  00  articulée 
en  ù  et  en  O,  le  point  ù  étant  fixe,  on  aura 

X2—  R2cos2w 
^  Rcosco 

Supposons  maintenant  que  O  soit  le  point  B  d'un  nouvel 
inverseur  de  Peaucellier;  le  point  D  de  ce  nouvel  inverseur 
décrira  la  courbe  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 

de  celle-ci,  ou 

_     A'2  R  cos  w 
^  "^  A:2—  R2cos2aj 

ou,  en  coordonnées  rectilignes, 

X:2(^2_uj2)_R2^2:^  ^'2R^ 

ou 

^2^2  ^  (  X:2  —  R2  j  ^2  _  /^'2  R  ^  =  O  ; 

c'est  l'équation  d'une  conique  rapportée  à  son  sommet  et 
tout  à  fait  quelconque  ;  parabole  si  A"^  =  R^,  ellipse  si  A"^  >>  R^ , 
hyperbole  si  k-<iK^.  Cette  solution  pour  le  tracé  des  co- 
niques est  de  M.  Sylvester. 

L'inverseur  Peaucellier,  un  peu  modifié,  permet  de  tracer 
les  conchoïdes  d'un  trait  continu  :  adjoignons  {fig-  17)  à  cet 
inverseur  deux  tiges  KO  et  KB  égales  ;  abaissons,  du  point  D, 
DH  perpendiculaire  sur  OK,  le  point  H  sera  fixe;  donc,  si 
l'on  fait  mouvoir  la  figure,  D  restera  sur  une  perpendiculaire 
à  OK  menée  par  le  point  fixe  H  sur  la  tige  OK.  En  effet,  soient 

OD  =  p,         OB  =  p',         pp'  =  Â:2,         0KB  ==  a  ; 
on  aura 


oc  /'2  3( 

OH  =  p  sin  -  =  —j  sin-    =  2k^  :  OK  =  const. 
'         2        p         2 


G.   Q.   F.  D. 
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Si  alors  on  fixe  le  point  D  et  que  l'on  imagine  une  tige  HM 
soudée  perpendiculairement  à  HK,  le  prolongement  de  cette 
tige  passera  par  le  pôle  D;  si  donc  H  décrit  une  courbe, 
M  décrira  sa  conchoïde. 

Si  l'on  fait  décrire  au  point  M  un  cercle  passant  en  D  au 

Fig.   17. 


moyen  d'une  tige  fixée  en  un  point  0,  tel  que  OM=:ûD, 
H  décrira  une  conchoïde  de  cercle  p  ==  R  cosw -j- a  ;  et, 
en  appliquant  en  H  l'un  des  points  décrivants  d'un  inver- 
seur Peaucellier,  l'autre  point  décrivant  tracera  la   courbe 

0  r= 7  qui  est  une  conique. 

^         Rcosw-f-a      ^  ^ 

Voici  un  autre  inverseur  un  peu  plus  simple  que  celui  de 
Peaucellier.  Considérons  {fig.  18)  un  trapèze  isoscèle  et  ses 


FU 


diagonales;  supprimons  les  bases  et  formons  avec  la  figure 
restante  un  système  articulé  en  A,  B,  C,  D.  Si  l'on  prend  M 

^        TT.  T  MG        AG     . 

et  N  fixes  sur  les  tiges  AG  et  IB,  et  tels  que  -^-^  —  ^,  ie 

point   fixe    Q    sur   le    prolongement   de   MN    sera    tel    que 
MN  X  NQ  =  const.  ;  si  l'on  fixe  N,  les  points  M  et  Q  décri- 
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ront  des  figures  transformées  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

En  effet, 

MN  _  CN  NQ  _  NB 

ÂB  ""  GB  '         CD  ~  G B  ' 

donc 

MN  —  JNQ  ^  const.  X  AB  X  CD  ; 

mais,  le  quadrilatère  ABGD  étant  inscriptible, 

AB  X  GD-^AG  xBD 

est  égal  à  AD  x  GB;  donc  AB  x  CD  est  constant  et,  par 
suite,  MN  X  NQ  l'est  aussi.  c.  q.  f.  d. 

XXII.  —  Théorie  des  enveloppes. 

Considérons  une  équation  renfermant,  outre  les  coordon- 
nées x^  y  d'un  point  variable,  un  paramètre  a, 

Pour  chaque  valeur  de  a,  cette  équation  représentera  une 
courbe;  toutes  les  courbes  obtenues  ainsi  constituent  ce  que 
l'on  appelle  une  famille . 

Étudions  les  deux  courbes  infiniment  voisines  de  la  famille, 
obtenues  en  donnant  au  paramètre  les  valeurs  a  et  a  -h  da^ 
savoir 

(i)  f{x,y,a)  =  o,        f{x,y,a-\~da)=o, 

ces  deux  courbes  se  couperont  en  général  en  plusieurs  points. 
Si  l'on  considère  l'un  d'eux,  on  peut  se  proposer  de  trouver 
les  coordonnées  de  sa  position  limite  quand  da  tend  vers 
zéro.  Cette  position  limite  est  une  des  intersections  succes- 
sives des  courbes  de  la  famille. 
La  courbe  dont  l'équation  est 

/(,r,  j,  a  ^-  da)—f(x,y,  a)  ^  ^ 
da 
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OU,  en  désignant  par  9  un  nombre  compris  entre  o  et  i , 

f'{x,y,a-r~^cla)=o, 

f  désignant  une  dérivée  relative  à  a,  passe  par  les  points 

communs  aux  courbes  (i).  elle  peut  remplacer  (2)  ;  à  la  limite, 

les  points   cherchés   se   trouvent  donc  à  l'interseclion  des 

courbes 

(2)  /-o,  1^=0. 

Le  lieu  des  points  limites  en  question  ou,  si  l'on  veut,  le 
lieu  des  intersections  successives  des  courbes  de  la  famille 
s'obtiendra  en  éliminant  a  entre  les  deux  équations  (2).  On 
a  donné  à  ce  lieu  le  nom  à^ enveloppe  des  courbes  de  la  famille  ; 
celles-ci  portent  le  nom  à^ enveloppées. 

Théorème  I.  —  V enveloppe  d\ine  famille  de  courbes  est 
tangente  à  toutes  les  enveloppées. 

En  effet,  soit 

(1)  /(-^^jj,  «)  =  o 

l'équation  d'une  famille  de  courbes;  nous  venons  de  voir  que, 
pour  en  trouver  l'enveloppe,  il  faut  éliminer  a  entre  cette 
équation  (i)  et  sa  dérivée  relative  à  a 


(1)  -^=0: 


da 


l'équation  (i)  peut  être  considérée  comme  celle  de  l'enve- 
loppe, si  l'on  y  suppose  a  non  plus  constant,  mais  égal  à  la 
fonction  de  x  et  de  y  que  l'on  obtiendrait  en  résolvant 
l'équation  (2)  par  rapport  à  a. 

Maintenant  cherchons  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
à  l'enveloppe  et  à  l'enveloppée  au  point  commun  ^,  j.  A  cet 
effet,  différentions  (i),  en  considérant  a  comme  une  con- 
stante ;  nous  aurons 

(3)  di^àjdx-"' 


GÉOMÉTRIE    PLANE.  ^g 

d'où  l'on  déduira  le  coefficient  angulaire  -~~  de  l'enveloppée. 

Différentions  au  contraire  la  même  équation,  en  supposant  a 
fonction  de  x  et  àe y  et  déduit  de  (2);  nous  aurons 

df        df  dy        df  /  da  ^  da  dy 
ùx        dy  dx  ~^  da\dx        dy  lix 

mais,  en  vertu  de  (2),  cette  équation  se  réduit  à 

(5)  ^_a_^Z^Z:=0. 

•  dx    '    dy  dx 

Cette  équation  ne  diffère  de  (3)  que  parce  que  a  dans  (3) 
représente  une  constante,  et  que  dans  (5)  il  représente  une 
certaine  fonction  de  x  et  y;  mais,  au  point  (x^y)  commun  à 
l'enveloppe  et  à  l'enveloppée,  la  constante  et  la  fonction  ont 
la  même  valeur;  donc  (3)  et  (5)  fournissent  la  même  valeur 

de  -~5  et  par  suite  l'enveloppe  et  l'enveloppée  ont  même  tan- 
gente. C.Q.F.D. 
On  voit  que  ce  théorème  tombera  en  défaut  quand  on  aura 

à  la  fois  y^  =  o,  -r-  --=  o,  c'est-à-dire  quand  l'enveloppe  sera 

un  lieu  de  points  singuliers;  mais  alors  on  ne  conserve  pas 
généralement  la  dénomination  d'enveloppe  au  lieu  des  inter- 
sections successives  des  courbes  de  la  famille. 


Théorème  II.  —  Si  Von  considère  une  famille  de  courbes, 
toute  courbe  tangente  à  chaque  courbe  de  la  famille  est 
leur  enveloppe. 

En  effet,  soit/(x,  r,  a)=io  l'équation  d'une  famille  de 
courbes;  si  une  courbe  C  ayant  pour  équation  ¥{x,y)  =  o 
leur  est  tangente,  on  pourra  toujours  déterminer  a  en  fonction 
de  X  et  dejK,  de  telle  sorte  que 

f{x,y,a)  =  Y{x,y), 
quels  que  soient  x  etj>'.  Alors 

f{x,y,a)  =  o 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  4 
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pourra  représenter  la  courbe  G  tangente  à  toutes  les  courbes 
de  la  famille.  Tirons  ~-  de  cette  équation,  en  supposant  a 
variable;  nous  aurons 

(P)  ^1^  à^^z  +  ^/^  +  ^^\  =  o 

dx~^   dy  dx        da  \dx        dy  dx  j 
et,  en  supposant  a  constant, 

dx        dy  dx 

Si  les  deux  valeurs  de  ~  sont  égales  pour  une  même  valeur 
de  X  et  y,  il  faut  que  l'on  ait 

àf 


=  o 
ôa 


da         da  dy         da  •.    a^  i  •  •^ 

car  -7 — h  -^ — r-  =  ^-  ne  saurait  être  nul,  sans  quoi  a  serait 
dx         dy  dx         dx  '  ^ 

constant. 

Or  les  points  où  l'on  a  à  la  fois/=  o,  -r-  =  o  appartiennent 
à  l'enveloppe.  c .  q . r . d . 

On  voit  également  que  siF(.^,  j^)  =  o  représente  un  lieu 
de  points  singuliers,  l'équation  (P)  devra  être  satisfaite  en 

supposant  -J^  =o,  -—  =  o  etf=  o,  c'est-à-dire  en  supposant 

fz=  o  et  -r^  =  o.  Un  lieu  de  points  singuliers  d'une  famille 

de  courbes  fait  donc  en  général  partie  de  l'enveloppe  de  cette 
famille. 


XXIII.  —  Recherche  de  quelques  enveloppes. 

Gomme  application  de  la  théorie  que  nous  venons  de  déve- 
lopper, cherchons  d'abord  l'enveloppe  des  cercles  repré- 
sentés par  l'équation 

(i)  {x  —  ay-+-y^^RK 
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En  difFérentiant  par  rapport  à  «,  on  trouve 

2{x  —  a)  —  o        ou        X  =  a, 

et  l'élimination  de  a  donne 

j2  nr:  R2        ou        7  =  ±  R, 

équation  qui  représente  deux  droites,  résultat  évident  a 
priori.  Maintenant  résolvons  encore  le  même  problème,  mais 
en  écrivant  l'équation  (i)  sous  la  forme 

(2)  a  =  X  -^  /R2_j2. 

La  différentiation  relative  à  a  donne  i  =  o,  résultat  absurde, 
et  il  semble  qu'il  n'y  ait  pas  d'enveloppe.  Pour  peu  que  l'on 
réfléchisse,  on  s'apercevra  que  les  résultats,  en  apparence  con- 
tradictoires, que  nous  venons  de  rencontrer,  ne  s'appliquent 
pas  en  réalité  à  la  même  question.  En  effet,  l'équation  (:>.) 
représente  non  pas  les  cercles  (i),  mais  une  série  de  demi- 
cercles  qui  ne  se  coupent  pas  et  qui  n'ont  pas  d'enveloppe. 
Les  demi-cercles 

a  -^  X  —  y/R^  — y^ 

n'en  ont  pas  non  plus.  Mais  les  cercles  complets 

a  =  x±i  \Jï\:'  — j2 

ont  une  enveloppe,  que  l'on  obtiendra,  non  pas  en  différen- 
liant  par  rapport  à  a  l'équation  précédente,  car  celle-ci  est 
en  réalité  l'ensemble  de  deux  équations,  mais  en  procédant 
de  la  manière  suivante.  Donnons  à  a  les  valeurs  a  et  a  -f-  h, 
et  considérons  les  demi-cercles 


—  v/H2 


■r 


a-r-h  =  x~\-  v/K2-^j2^ 
ils  se  coupent  au  point  donné  par  les  équations 
a  =  X—  v/R2— 7'^         h  =  '1  y/R2  —72 
ou,  à  la  limite  pour  h  ■=.  o. 


:r— v/R-— 7^         o  =  /R2_j^2 
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et  Je  lieu  des  intersections  sera  donné  par  l'équation 

comme  tout  à  l'heure. 

En  général,  les  familles  de  courbes  dans  lesquelles  le  para- 
mètre entre  au  premier  degré  n'ont  pas  d'enveloppe;  on  sait, 
en  effet,  que  l'équation 

représente  un  faisceau  de  courbes  passant  par  des  points 
fixes,  et  que 

représente  des  courbes  qui  ne  sauraient  avoir  de  points  com- 
muns et  par  suite  d'enveloppe.  D'ailleurs  la  différentiation 
relative  à  a  donne,  dans  le  premier  cas,  ^(^,  J^)  =  c>  et,  dans 
le  second,  o  =z  i . 

Problème.  —  De  tous  les  points  dUine  parabole  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  Uaxe  et  sur  la  tangente  au  som- 
met; trouver  V enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  pieds 
de  ces  perpendiculaires . 

L'équation  de  la  parabole  est 

y'i  —  ipx  : 
les  pieds  des  perpendiculaires  en  question  ont  donc  pour  coor- 
données o,y  et"?  o;  l'équation  de  la  droite  dont  on  cherche 

l'enveloppe  est 

9./?X       Y 

y'       y 
ou 

2/?X-i-Y7=j2; 

en  éliminant  JK  entre  cette  équation  et  sa  dérivée 

Y  =  27, 

on  a 

Y2h-8/)X  =  o; 
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l'enveloppe  cherchée  est  donc  une  autre  parabole  de  para- 
mètre quatre  fois  plus  grand. 


XXIV.  —  Sur  quelques  simplifications  que  peuvent  présenter 
les  calculs  d'enveloppes. 

Pour  trouver  l'enveloppe  d'une  famille  de  courbes 

(i)  f{x,y,  a)  =  o, 

on   élimine  a  entre  cette  équation  et 

l'enveloppe  peut  donc  être  définie  :  le  lieu  des  points  pour 
lesquels  Inéquation  (i)  a  une  racine  double;  par  suite,  le 
lieu  de  ces  points  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  discriminant 

de  l'équation  (i)  rendue  homogène  en  remplaçant  a  par  j. 

Soit 

f{a,b,x,y)  =  o 

l'équation  (i)  rendue  homogène;  on  pourra  la  remplacer  par 

et  le  système  (i),  (2)  par  le  système  (2),  (3).  Or,  en  combi- 
nant (2)  et  (3),  on  trouve  -^  =  o;  donc  V enveloppe  dhuie 

famille  de  courbes,  contenant  sous  forme  homogène  les 
paramètres  a,  b^ 

fia,b)  =  o, 

s^obtient  en  éliminant  a  et  b  entre 

df  df 

Ainsi  l'enveloppe  des  paraboles  du  paragraphe  précédent 

2/?X-l-  ¥7-72=0 
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pouvait  s'obtenir  de  suite  en  égalantle  discriminant  Y^  4-  8/?X 
à  zéro. 

Il  arrive  souvent  qu'au  lieu  de  donner  une  famille  de  courbes 
au  moyen  d'une  seule  équation  on  la  donne  au  moyen  de 
plusieurs  équations,  telles  que 


0) 


cp,(^,7,  ai,  a,,  ...,  an)  =  o, 


Qn{ciu   «2,    ...,   an)  =  O. 


Les  équations  cpo^  o,  .  .  . ,  (f,)=  o  permettant  d'exprimer  ^2, 
«3,  .  .  . ,  a,i  en  fonction  de  ai ,  par  exemple,  l'équation  (^^  ==  o^ 
dans  laquelle  <22,  «3,  .  .  ,  ^  a,i  seront  fonctions  de  «< ,  représen- 
tera une  famille  de  courbes  ;  cela  revient  à  dire  que  l'ensemble 
des  équations  (i)  représente  cette  famille. 

Pour  avoir  l'enveloppe,  on  difTérentiera  les  équations  (i) 
et  l'on  aura 


w 


-r-^  dai  +  ^^  da2  -f- . . .  H-  -r^—  dan  =  o, 
âai  âa^  dan 


àOn     y         ,     à^fn     y  ,     à^n     y 

-~  dai  +  -^—  dao  -  r- ...  -H  -r^—  dan 
oai  oa.2  dan 


la  première  de  ces  équations  peut  être  considérée  comme  la 
dérivée  de  la  première  équation  (1),  prise  par  rapport  à  <2<,  à 

la  condition  de  supposer -y-^?  •••>  ~~  remplacés  par  leurs 

valeurs  déduites  des  autres  formules  (2).  Gela  fait,  il  faudrait 
éliminer  a<  entre  les  premières  équations  (i)  et  (2),  ce  qui 
revient  à  éliminer  «i,  a^^  ...,  a,,  et  leurs  différentielles 
entre  (i)  et  (2);  or  le  résultat  de  l'élimination  des  différen- 
tielles  est 

(3)  c)(cp^,cp2,  ...,  cp.,)  ^^^ 

ô{ai,  a^,  ..  .,  an) 

Idonc^pour  trouver  l' enveloppe  cV  une  famille  de  courbes 
données  par  plusieurs  équations,  il  faut  éliminer  les  para- 
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mètres  variables  entre  les  équations  données  et  le  détermi- 
nant fonctionnel  de  leurs  premiers  membres  égalé  à  zéro. 
Quand  les  variables  a^,  a^^  ...  entrent  sous  forme  homo- 
gène et  sont  en  nombre  supérieur  d'une  unité  au  nombre  des 
équations,  on  peut  obtenir  plus  d'équations  pour  faire  l'éli- 
mination; les  nouvelles  équations  rentrent  bien  entendu  dans 
les  anciennes.  Soit  donc  a,i^\  une  nouvelle  variable  introduite 
pour  l'homogénéité  ;  outre  l'équation  (3),  on  aura  à  considé- 
rer les  équations  (i),  et  l'on  pourra  les  écrire 


«1  -r '-  Cil  -^ ^• 

or  on  en  tire 

.  +  an-^x  -^ —  =  o 

(l\  Cil 


à{^u   .  ■  .,  y/^)  à{ cp  1,   .  .  .,  cp,v) 

L'un  des  dénominateurs  étant  nul  en  vertu  de  (3),  les  autres 
le  sont  donc  aussi,  ce  qui  peut  être  utile. 

Problème  1.  —  Trouver  V enveloppe  d^une  droite  de  lon- 
gueur constante  qui  s'' appuie  sur  deux  droites  rectangu- 
laires. 

L'équation  de  cette  ligne  rapportée  aux  deux  droites  sur 
lesquelles  elle  s'appnie  est 

(i)  hx  H-  ay  —  ah^ 

a  elb  désignant  ses  coordonnées  à  l'origine.  Si  l'on  appelle  l 
la  longueur  de  la  droite,  on  aura 

(2)  a'-^b'-=l2; 

l'enveloppe  cherchée  s'obtiendra  en  éliminant  a  et  b  entre 
(i),  (2)  et  leur  déterminant 


(3) 


a  b 

y  —  b     X  —  a 


ou         ax  —  by 
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de  (i)  et  (3)  on  tire 

{a'^-^b'^)x^       «3  ou  /2^==         «3, 

(a2_^62)j  =  —  ^>3         ou  l^^yz=  —  b^ 


et  par  suite,  en  vertu  de  (2 


111 

C'est  aussi  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  d'un  cercle  sur  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ses 
coordonnées  relatives  à  deux  axes  rectangulaires  passant  par 
le  centre. 

Problème  IL  —  Trouve?^  l'enveloppe  des  ellipses  d'aire 
donnée,  ayant  leurs  axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites. 

L'équation  de  ces  ellipses  est 

a'^b^^kK 

Pour  trouver  l'enveloppe,  il  faut  éliminer  «-,  b-  entre  ces 
équations  et  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  détermi- 
nant des  fonctions  a-jv'^  +  b- œ-  et  a-  b-  pris  par  rapport  à 
«2  et  b'^,  ou 


J2       ^2 

^2     a2 

=  0 

ou 

^-2j2_^2^2  =  0; 

le  résultat  de  l'élimination  est 

".--ï. 

il  donne  les  deux  hyperboles 

xy:=  - 

—  ?             X 

1 

Remarque.  —  L'enveloppe  de  X  —  2).  Y  -I-  )v-Z  =  o,  où 
X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  de  x.,y  et  où  \  est  un  paramètre 
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variable,  peut  s'obtenir  en  écrivant  que  cette  équation  a  des 
racines  égales;  cette  enveloppe  a  donc  pour  équation 

(a)  Y2-XZ  =  o. 

En  particulier,  on  voit  que,  si  X,  Y,  Z  sont  des  coordonnées 
trilinéaires,  l'équation  proposée  est  celle  d'une  tangente  quel- 
conque à  la  conique  (a). 

XXV.  —  Des  coordonnées  tangentielles. 
Si  l'on  considère  une  droite 

dont  les  coordonnées  à  l'orio^ine  sont  7?  -,  cette  droite  sera 

parfaitement  déterminée  quand  on  donnera  ^  et  r^  ;  ces  quan- 
tités portent  le  nom  de  coordonnées  tangentielles  de  la 
droite  et  l'on  dit  que  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  sont  des 
coordonnées  cartésiennes.  Si  maintenant  on  établit  entre  ^ 
et  Y)  une  relation  telle  que 

cette  droite  enveloppera  une  certaine  courbe  dont  (2)  sera 
dite  V équation  tangentielle,  et  (i)  sera  l'équation  en  coor- 
données ordinaires  d'une  de  ses  tangentes  ayant  pour  coor- 
données ^,  '(\. 

Dans  ce  système  de  coordonnées,  un  point,  comme  nous 
allons  le  voir,  est  représenté  par  une  équation,  et,  pour 
avoir  l'équation  d'une  courbe  quelconque,  il  suffît  d'exprimer 
que  la  droite  (i)  est  une  tangente. 

Equations  du  premier  degré.  —  Toute  équation  du  pre- 
mier degré  représente  un  point. 

En  effet,  l'équation 
établit  une  relation  du  premier  degré  entre  \  et  r^.  L'équa- 
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tion  (i)  ne  dépend  plus  alors  que  d'un  seul  paramètre  entrant 
au  premier  degré  et,  par  suite,  représente  un  faisceau  de  droites 
passant  par  un  point  fixe  qui  est  leur  enveloppe.  Effectuons 
les  calculs  :  on  tire  de  l'équation  (2  bis) 


5  -  _  '^jtJ^ 
a 

et,  en  portant  cette  valeur  de  \  dans  (i). 

c  -^  b't] 

—  ^  +  '07  =  I  ; 

c'est  l'équation  d'une  droite  passant  par  l'intersection  des 

deux  droites 

c  h 

—  a?  4- 1  =  0,         —X  —  r  =  o 

a  a  ^ 

ou  bien 

f  ^  7  ^  11.Ï . 
a        b  c 

Le  point  représenté   par  (2  bis)  a  donc   pour  coordonnées 

et Réciproquement,  si  l'on  veut  obtenir  l'équation 

tangentielle  du  point  dont  les  coordonnées  sont  Xq  etjKo^  ii 
faudra  écrire  que  la  droite  (i)  passe  par  ce  point;  cette  équa- 
tion sera 

La  droite  dont  les  coordonnées  sonto  et  \  est  parallèle  à  l'axe 
des  jk;  la  droite  dont  les  coordonnées  sont  o  et  o  est  la  droite 
de  l'infini. 

L'équation  «Ç=ri  représente  un  point  dont  l'ordonnée 
est  nulle  :  il  est  par  suite  situé  sur  l'axe  des  x\  l'équation 
const.  =  o  représente  l'origine  des  coordonnées; 

représenterait  au  contraire  un  point  à  l'infini. 

Équations  du  second  degré.  —  Une  équation  du  second 
degré  représente  une  conique. 
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En  effet,  supposons  l'équation  suivante  du  second  degré 

pour  obtenir  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  ordi- 
naires, il  faudra  chercher  l'enveloppe  de  (i),  ce  qui  se  fera 
en  égalant  à  zéro  le  déterminant  de  (i)  et  (2)  et  en  éliminant 
\,  '/]  entre  (i),  (2)  et  l'équation  ainsi  obtenue;  cette  équa- 
tion est 

àf  àf 


ou  bien 


1  .^/  =.  I  ^, 

X  d\        y  àt] 


et,  en  supposant  que  l'on  rende  (  i  )  et  (2)  homogènes  par 
l'introduction  des  nouvelles  variables  z  et  ^, 


X  d^        y  dr^ 


u 


àf 


àk 


Si  l'on  égale  ces  rapports  à  p,  on  a 


àf 

z  d^ 


(3) 


àk 


àf 
àr, 


py^ 


àf 
àl 


=  — P- 


En  éliminant  p,  ^,  tj,  Ç  entre  ces  équations  et  (i),  on  en  dé- 
duit une  équation  du  second  degré.  Soit 


cette  équation  sera 


CT]- 


2dlC-r-'ier;Q-^ft:^; 


a 

h 

d 

X 

h 

c 

e 

y 

d 

e 

f 

— 

X 

y 

—  T 

0 

Réciproquement,  l'équation  tangentielle  de  la  conique 


6o 
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s'obtiendra  en  écrivant  que  la  droite  (i)  l'enveloppe  ou  la 
touche  ;  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  (p.  1 1) 

A  B      D  ^ 

B  G      E  Y] 

D  E       F  -I      ^^• 

^  V)  —  r  o     I 

On  remarquera  l'analogie  entre  cette  formule  et  la  précé- 
dente, analogie  qui  se  développera  et  s'expliquera  plus  loin. 

Equations  de  degré  supérieur.  —  Si  l'équation/(Ç,  7^)  =:  o 
est  de  degré  supérieur,  ou  même  transcendante,  on  obtiendra 
l'équation  ordinaire  de  l'enveloppe  en  éliminant  toujours  Ç, 
T,,  Ç  entre  (i)  et  (3);  mais  l'équation  résultante  n'est  pas  d'un 
degré  égal  à  celui  de/. 


XXVI.  —  Résolution  de  quelques  problèmes. 
Deux  équations  tangentielles,  prises  simultanément, 

déterminent  les  coordonnées  d'une  droite,  ou  de  plusieurs 
droites,  dont  les  coordonnées  sont  les  solutions  communes  à 
ces  deux  équations.  Une  droite  (^,  7)),  dont  les  coordonnées 
satisfont  aux  équations  (i),  est  tangente  à  la  fois  aux  deux 
courbes  cp  =  o,  «J/  =  o;  c'est  une  tangente  commune. 

Lorsque  les  équations  (i)  sont  du  premier  degré,  leur 
solution  commune  (Ç,  t))  représente  la  droite  qui  unit  les 
points  cp  =  o,  ij;  =  o. 

Pour  exprimer  qu'une  droite  (Ç',  r/)  touche  une  courbe 
/(^,  7i)  =  o,  il  suffît  d'exprimer  que  l'on  a /(^',  7j')  =  o; 
^,  7]  sont  les  coordonnées  d'une  droite  x\-\-yr\  =  i,  qui, 
en  vertu  de/(?,  7^)  =  o,  enveloppe  cette  courbe. 

Par  exemple, 

a^'-h  6r/+  c  =  o 
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exprime  que  la  droite  (^',  '/]')  passe  par  le  point 
ac,  -\~  bri  -{-  c  =  o. 
Enfin  il  est  bon  d'observer  que 

est  l'équation  d'une  série  de  courbes  qui  touchent  une  même 
droite  tangente  à  cp  =  o,  ^  =  o. 

Problème  I.  —  Trouver  la  distance  d'an  point  à  une 
droite. 

Soient  i',  'i\'  les  coordonnées  de  la  droite,  et 

a  ^  -f-  6  ï)  -r-  c  =  o 

l'équation  du   point.    En  coordonnées  ordinaires  ou  carté- 
siennes, l'équation  de  la  droite  sera 

les  coordonnées  du  point  seront »  —     ;  la  distance  cher- 
chée sera  donc 

a  y.,       h     , 

c  c  <2^  -f-  6yi  -f-  c 

Problème  II.    —    Trouver  la  distance  de  deux  points. 

Soient 

a^  -i-  èï]  H-  c  =  o,         <2'^  -h  />>'t;  -h  c'=  o, 

leurs  équations  tangentielles ;  leurs  coordonnées  cartésiennes 

seront 

ah  a'  b' 

,  _  _        et , , -,  : 

ce  ce 

leur  distance  sera  donc 

b        b'yy       v/(  «c  —  ca'  )2  +  (  èc'  —  cb'  f 


[e-^r-(^^)T= 


ce 
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Problème  III.  —   Trouver    V équation  du  cercle  ayant 
pour  centre  le  point  a\^  br^^  c=^o,  et  pour  rayon  R. 

Ce  cercle  est  l'enveloppe  d'une  droite  ^x  -\~  i\y  =  i  située  à 
la  distance  R  du  point  en  question  et  dont  les  coordonnées 

sont ? ;  on  a  donc,  en  exprimant  que  la  distance  du 


c 


point  à  la  droite  est  R, 

Cette  équation  est  de  la  forme 


XXVII.  —  Recherche  des  points  de  contact  d'une  courbe 
avec  ses  tangentes,  etc. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  tangentes  communes  à 
deux  courbes 

cp  z=  o,  J;  =  o, 

données  en  coordonnées  tangentielles,  avaient  pour  coordon- 
nées les  solutions  communes  à  ces  deux  équations  ;  il  en  résulte 
que,  si  elles  sont  de  degrés  m  et  /i,  le  nombre  des  tangentes 
communes  sera  mn.  Si  l'on  convient  d'appeler  classe  d'une 
courbe  le  degré  de  son  équation  tangentielle,  on  voit  que 
deux  courbes  de  classes  m  et  n  ont  mn  tangentes  communes. 
Nous  allons  voir  qu'une  courbe  de  degré  m  est  en  général 
de  la  classe  în[m —  i);  le  nombre  des  tangentes  communes 
à  deux  courbes  de  degrés  m  et  n  est  donc  mn  {m  —  i)  (/?  —  i). 

Théoiœme.  —  Si  le  degré  de  Véquation  tangentielle 
d'une  courbe  est  n^  on  peut  lui  mener  par  un  point  donné 
n  tangentes  ;  et,  vice  versa,  si  par  un  point  donné  on  peut 
mener  à  une  courbe  n  tangentes,  le  degré  de  son  équation 
tangentielle  sera  n  et  Von  dira  qu'elle  est  de  n^^^^  classe. 

En  effet,  le  nombre  des  tangentes  à  la  courbe /(i,  t^)^  o. 
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qui  passent  par  un  point  a^  -4-  br^  -f-  c  =  o,  est  égal  au  pro- 
duit des  degrés  de  ces  deux  équations;  il  est  donc  égal  au 
degré  de/,  et  vice  versa. 

Il  résulte  de  là  que  l'équation  tangentielle  d'une  courbe 
de  degré  m  est  de  degré  m{m  —  i),  puisqu'on  peut  lui  me- 
ner en  général  m{m —  i)  tangentes  par  un  point  extérieur. 

Problème  I.  —  Etant  donnée  une  courbe  en  coordon- 
nées tangentielles 

(1)  /(^,  ^)  =  o 

et  les  coordonnées  ?,  'r\  d^une  de  ses  tangentes,  trouver 
V équation  du  point  de  contact  de  cette  tangente. 

L'équation  du  point  de  contact  est  celle  d'un  point  qui 
appartient  à   deux   tangentes   infiniment   voisines,    ^,   Tj   et 

^  -\-  d\^  r\  -V-  d'r\\  l'équation  suivante 

du  point  en  question,  où  S,  H  sont  les  coordonnées  courantes, 
devra  donc  être  satisfaite  pour  E  =  ^,  H  =  7^,  et  pour 

^  —  ^ -±- d^         et         II  =  r,  4- <irj; 

on  doit  donc  avoir 

aç  -^  br^  -{-  c  =  o, 
ad\--hdi\  =  o; 

d'où  l'on  conclut,  en  éliminant  a,  />,  c, 

(2)  (E_0^ri-(H-rO^^=o         ou  II  _  r,  =  ^^  (2  _  ^). 

Telle  est  l'équation  du  point  de  contact,  analogue  à  celle  de 
la  tangente  en  coordonnées  ordinaires.  L'équation  (i)  difTé- 
rentiée  donne 

(3)  ,^''?  +  |*.=°; 
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et,  en  éliminant  d\^  d'r\  entre  (2)  et  (3),  on  a  Féquation  d'un 
point  de  contact  sous  la  forme 

Si  l'on  rend  la  fonction/  homogène  par  l'introduction  d'une 
nouvelle  variable  s?  cette  équation  prend  la  forme 

<*/ 


-"!?■ 

-(« 

OU 

(4) 

^ 

=1- 

àr,' 

en 

observant 

que 

^%*- 

àf 

Problème  IL  —  Trouver  V intersection  dhine  droite  avec 
une  courbe  donnée  en  coordonnées  tangentielles. 

Reprenons  les  notations  et  les  formules  du  problème  pré- 
cédent. Soient  Soî  ''lo  les  coordonnées  de  la  droite  donnée. 
L'équation  (4)  est  celle  d'un  point  situé  sur  la  courbe;  pour 
exprimer  qu'il  contient  la  droite  çq?  -Qo?  il  faudra  écrire  que 
son  équation  est  satisfaite  par  les  coordonnées  de  la  droite; 
on  aura  donc 

Cette  équation,  jointe  à  celle  de  la  courbe,  fera  connaître  les 
tangentes  de  la  courbe  aux  points  où  la  droite  donnée  la  ren- 
contre; cette  équation  (5)  est  de  degré  ni —  i  si  /  est  de 
degré  m.  Donc  ni(^m  —  i)  est  le  nombre  de  points  communs 
à  la  courbe  et  à  la  droite. 

Il  résulte  de  là  qu'une  courbe  de  m^*'"''^  classe  est  d'ordre 
ni[m  —  ij-  Ily  al  à  une  sorte  de  paradoxe;  en  effet,  une  courbe 
de  degré  m  [m  —  i)  serait  de  la  classe 

[m  {m  —  1  )]  [  m  (  m  —  j  )  —  i] , 

nombre  supérieur  à  m.  Il  faut  simplement  conclure  delà  que 
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Ja  courbe  la  plus  générale  de  degré  m  n'est  pas  la  courbe  la 
plus  générale  de  sa  classe,  et  que  la  courbe  la  plus  générale 
de  classe  m  n'est  pas  la  courbe  la  plus  générale  de  son  degré. 

XXVIII.  —  Coordonnées  trilméaires. 

Si  l'on  exprime  que  la  droite 

(i)  Ix -^  T,y -~  Iz  ^  o 

touche  la  courbe 

(2)  f{x,y,  z)  =  o, 

donnée  en  coordonnées  homogènes  ou  trilinéaires,  on  obtient 
une  équation 

(3)  ç(^,  T^,  0  --0, 

que  l'on  peut  regarder  comme  V équation  tangentielle  homo- 
gène de  la  courbe  (2)  ou  comme  son  équation  en  coordon- 
nées trilinéaires  tangentielles  ;  ou,  comme  l'on  dit,  en  coor- 
données trilatères ;  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  ç,  r^,  'Q  seront  les 
coordonnées  de  la  droite  (i). 

11  va  sans  dire  que,  lorsque  l'équation  (3)  est  du  premier 
degré,  elle  représente  un  point;  quand  elle  est  du  second 
degré,  elle  représente  une  conique;  quand  elle  est  du  degré 
n,  elle  représente  une  courbe  de  classe  n. 

Les  coordonnées  du  point  qui  a  pour  équation 

(4)  ■  II  —  mr^  -^  nl  =  o 

s'obtiendront  en  cherchant  le  point  fixe  par  lequel  passe  la 
droite  (i)  quand  l'équation  (4)  a  lieu;  en  appelant  x^y,  z  les 
coordonnées  de  ce  point,  on  trouve 

^  =  Z  ^  -. 
l        m        n 

Soient  toujours  <2,  b,  c  les  côtés,  A,  B,  G  les  angles  du 
triangle  de  référence  et 

(1)  x\  -\- y r^  -^  z"!!^  =:  o 

L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  5 
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l'équation  d'une  droite;  en  appelant  s  l'aire  du  triangle  de 

référence,  on  a 

ax  -+-  by  -^  cz  =  is. 

Appelons  ^),  r,,,  Ç^  les  distances  des  sommets  A,  B,  G  du 
triangle  de  référence  à  la  droite  (i),  considérées  comme  posi- 
tives ou  négatives  suivant  qu'elles  sont  dirigées  dans  un  sens 
ou  en  sens  contraire. 

Soient,  en  coordonnées  ordinaires, 

a?  —  X  cosa  -i-Ysina  — p  =  o, 

jK  =  X  cos^ -h  Y  sin  p  —  q  =  o, 
z  =  X  cosy  H-  Y  sin  Y  —  r  =  o 

les  équations  des  côtés  du  triangle  de  référence;  l'équation 
de  (i)  en  coordonnées  ordinaires  sera 

X  (  ç  cos  a  -H  Tj  cos  p  -+-  Ç  cos  y  ) 

-h  Y(^sina-f- 1]  sing  -+-  ^  siny)  —  (p^  +  qr^  +  j^Q  =  o, 

et  l'on  aura 

j  _  ^(/?  sinA  +  ^  sinB -t- rsin  G)  coséc  A 

y/;2-h  r/^-h  ^2 —  2r,^  cos  A  —  0.1^  cosB  —  a^Tj  cos  G 

Les  coordonnées  ?,  7;,  Ç  sont  donc  proportionnelles  à  ^,,  7)1,  Ç, 
et  pourront,  si  l'on  veut,  être  regardées  comme  égales  à  ces 
quantités. 

Or  (p  sin  A  +  q  sinB  +  r  sinC)  coséc  A  est  égal  à 

ap  -\-hq  -A-  cr 


c'est-à-dire  à  — ?  en  sorte  que  la  formule  précédente  donne 
les  relations 

a^i       ÔTji      c^i  'is     ^^ 


\  Tj  ^        v/?2^T^2_^^2_2^^^cosA  — a^^cosB  — a^ricosG 

d'où  l'on  tire 

—  ibc'r\i  ^iCOsA  —  2  ca  ^1^1  cos  B  — 2a6^iï]iCosG  =  \s'^, 
relation  qui  lie  entre  elles  les  trois  distances  ^i,  t, ,,  Ç,,  que 
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l'on  pourra,  si  l'on  veut,  considérer  comme  les  coordonnées 
d'une  droite.  On  en  conclut  que 

^■2+  Tj2-|-  ^2 —  2.Tj^C0S  A  —  itr  COSB  —  2;T(  cos  G  —  o 

est  l'équation  de  deux  points  à  l'infini.  Pour  trouver  ces 
points,  on  mettra  l'équation  précédente  sous  la  forme 

(^  —  T,  COS  G —  ^cosB)2  -+-('f]  sinG  4-  ^  sinB)^  =  o 
ou 

les  coordonnées  de  ces  points  sont  proportionnelles  à 

I,     —  e±cv/~,     _e±B/:r7; 
ce  sont  les  ombilics,  comme  on  le  verra  §  XXXIV. 

XXIX.  —  Remarque  au  sujet  des  coordonnées  tangentielles. 

Quand  les  coordonnées  d'un  point  sont  transformées  par 
une  substitution,  les  coordonnées  d'une  droite  sont  trans- 
formées par  la  substitution  inverse.  Ces  variables  sont 
donc  contragrédientes . 

Considérons  la  droite 

^;rH--oj+Çz  =  o; 

si  nous  posons  , 

X  =^  a  x'  -{-  b  y  -\-  c  z' , 

y  —  a' x' -\- b' y -\- c  z\ 
z  =  o!'  X  -\-b" y  -\-  c"  z' , 

l'équation  de  la  droite  devient 

(a^  +  a'r^  +  a"  Q  x'  -\-{bc,  4-  b' r^  +  b"t)y  -\-{c\  +  c'i]  -f-  c"^)z'  =  o\ 

les  coordonnées  (^,  tj,  Ç)  sont  devenues  a^  +  a'*/)  +  rt''Ç, 
b\-\-  b'r^  -i-  b"^  ...  ;  elles  sont  bien  transformées  parla  sub- 
stitution inverse. 

Si  l'on  considère  l'équation  d'une  courbe/(j:,  jK,  ^)  =  oen 
coordonnées  ordinaires,  et  son  équation  (p(;,  Tj,  (^)  =  o  en 
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coordonnées  tangentielles,  les  fonctions /et  cp  sont  alors  des 
contrevariants. 

Lorsque  la  fonction/ est  du  second  degré,  la  fonction  '^ 
est  sa  fonction  adjointe. 

XXX.  —  Des  figures  polaires  réciproques. 
On  appelle /?o/af/-e  réciproque  d'une  courbe 

par  rapport  à  une  conique 

(2)  (p(^,7,^)=0, 

l'enveloppe  des  polaires  des  divers  points  de  la  courbe  rela- 
tives à  la  conique. 

Pour  trouver  la  polaire  réciproque  de  (i)  par  rapport  à  la 
conique  (2),  il  faudra  chercher  l'enveloppe  de  la  polaire  du 
point  {^x^  y^  z)^  savoir 


(3) 


.  do  do  do 

^  -r^  -+-  T,  -!-   -f-  Ç  --^   =  O, 

^  dx  dy        ^  dz 


que  l'on  peut  aussi  écrire 


(4) 


do  do  do 


d\       '  d-ri 


àK 


Pour  cela,  on  éliminera  Xy  y,  z  entre  (i),  et  les  équations 
obtenues  en  égalant  à  zéro  les  déterminants  des  premiers 
membres  de  (i)  et  (4),  savoir 


àf 
dx 

àf 

dy 

d^ 

d^ 
àri 

o> 


ce  que  l'on  peut  écrire 

àX,à 

dx  '  d\ 

l'une,  de  ces  équations  est  d'ailleurs  surabondante. 


àf.ài^^àf^d^^dfd^^ 
dx  'de,         dy'  dy]         dz'  dt,' 


jT      y      <  D  n  /-»   lY  y  -^ 

f  OF  THK  ^^ 
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La  polaire  réciproque  dhine  courbe  est  aussi  le  lieu  des 
pôles  de  ses  diverses  tangentes. 

En  effet,  rappelons  que  le  pôle  d'une  droite 

Aa?  -f-  ^y  -h  G^  =  o, 

relativement  à  la  conique  (2),  est  donné  par  la  formule 

ôx  of  dz 

le  pôle  de  la  tangente 

OX  ay  dz 

à  la  courbe  (i)  sera  donné  par  la  formule  suivante,  où  H,  t],  Ç 
seront  les  coordonnées  du  pôle, 

dx  *  ^ç        dy'  di]        dz  '  dil^ 

Pour  avoir  le  lieu  du  pôle,  il  faudra  éliminer  x,  y,  z  entre 
ces  équations  et  (i).  C'est  le  procédé  employé  précédemment 
pour  trouver  la  polaire  réciproque  de  (i). 

Il  résulte  de  là  que  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  a 
pour  polaire  réciproque  la  courbe  elle-même,  ce  qui  justifie 
la  dénomination  àe  polaires  réciproques  donnée  aux  courbes 
que  nous  venons  de  considérer. 

Il  faut  remarquer  que  la  classe  d'une  courbe  est  égale  au 
degré  de  sa  polaire  réciproque,  et  vice  versa.  En  effet,  si  l'on 
considère  une  sécante  à  la  courbe  proposée,  elle  la  rencon- 
trera en  m  points,  m  désignant  le  degré  de  la  courbe;  les 
polaires  de  ces  mêmes  points  concourront  au  pôle  P  de  la 
droite  considérée  et  seront  tangentes  à  la  polaire  réciproque  : 
ce  seront  d'ailleurs  les  seules  tangentes  que  l'on  pourra  mener 
de  P  à  cette  courbe  :  elle  est  donc  bien  de  la  classe  m. 

c.    Q.    F.    D. 

Ainsi  la  polaire  réciproque  d'une  conique  est  une  conique. 
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XXXI.  —  Des  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  cercle. 

Cherchons  {fig-  19)  la  nature  de  la  polaire  réciproque 
d'une  courbe  par  rapport  au  cercle  O  de  rayon  R.  Par  un 
point  M  de  cette  courbe,  menons  une  tangente  MAB  qui 

Fig.  19. 


coupe  le  cercle  en  A  et  B,  puis  les  tangentes  AS  et  BS  à  ce 
cercle;  le  point  de  concours  S  de  ces  tangentes  sera  le  pôle 
de  MAB  ou  le  point  de  la  polaire  réciproque  correspondant 
à  M.  On  a,  en  joignant  OS  et  en  appelant  P  le  point  de  ren- 
contre avec  AB, 

OPxOS  =  R2; 

or  le  point  P  appartient  à  la  podaire  de  la  courbe  proposée 
par  rapport  au  centre  du  cercle;  donc  : 

La  polaire  réciproque  cVune  courbe  par  rapport  à  un 
cercle  est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 
de  la  podaire  de  cette  courbe  par  rapport  au  centre  du 
cercle  et  le  module  de  la  transformation  est  le  carré  du 
rayon  du  cercle. 

XXXII.  —  Calcul  des  coordonnées  de  la  polaire  réciproque  d'une 
courbe  en  fonction  des  coordonnées  des  points  de  la  courbe. 

Considérons  le  cercle  imaginaire 

^2-}-7j2_Hl=o; 
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la  polaire  du  point  {x,  y)  par  rapport  à  ce  cercle  aura  pour 
équation 

^X  -4-  7)7  -+-  Ç^  —  o. 

Supposons  que  le  point  x,  y  subisse  un  déplacement  dx^  dy  ; 
l'équation  de  la  polaire  deviendra 

\{x-^-  dx)  —  ri{y  -t-  dy)  ^  "Qz  =  o, 

l'intersection   de   cette  droite  avec  la  première   satisfera  à 

l'équation 

\  dx  -\- f]  dy  -r- t,  dz  ~  o , 


OÙ  l'on  peut  supposer  <is  =  o  ;  on  a  donc 


^ 


z  dy — y  dz        X  dz  —  z  dx        x  dy  ^  y  dx 

On  en  conclut  les  coordonnées  du  point  (^,  Tj,  Ç)  de  la 
figure  polaire  réciproque  de  la  figure  décrite  par  le  point 
{x,y).  En  détruisant  l'iioniogénéité,  on  a 

^^^  ,  dy  -~dx 


X  dy  —  y  dx  x  dy  —  y  dx 

Les  coordonnées  de  la  tangente  au  lieu  décrit  par  le  point 
{x^y)  sont  faciles  à  calculer,  car  cette  tangente  a  pour  équa- 
tion 

(Y  —y)dx  —  ÇL  —  x)dy  =  o, 

et  ses  coordonnées  à  l'origine  ont  pour  inverses  les  expres- 
sions (i).  Donc  les  coordonnées  tangentielles  d^une  tangente 
à  une  courbe  sont  égales  aux  coordonnées  du  point  corres- 
pondant  de    la    polaire   réciproque    par  rapport   au    cercle 

^2  _l_  7^2  _j_  j  __  Q^  Donc  : 

V équation  tangentielle  d'une  courbe  est  aussi  Véqua- 
tion  de  sa  polaire  réciproque  en  coordonnées  ordinaires, 
quand  on  suppose  les  coordonnées  tangentielles  remplacées 
par  des  coordonnées  ordinaires ,  la  conique  directrice  étant 
le  cercle  X'-\-y^-\-  i  =  o  {voir  p.  68). 
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XXXIII.  —  Podaires  inverses. 

On  âppeWe podaire  inverse  d'une  courbe  la  courbe  qui  a 
celle-ci  pour  podaire. 

Pour  trouver  la  podaire  inverse  d'une  courbe,  on  peut 
chercher  l'enveloppe  des  perpendiculaires  aux  extrémités  des 
rayons  vecteurs  de  cette  courbe  \  on  peut  aussi  s'appuyer  sur 
ce  que  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  par  rapport  à  un 
cercle  est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de 
la  podaire  de  cette  courbe.  Par  exemple  : 

i"  Quelle  est  la  courbe  dont  la  podaire  est  une  droite? 

La  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  podaire 
est  un  cercle  ;  quant  à  la  polaire  réciproque  de  ce  cercle,  c'est 
une  parabole  ayant  le  pôle  pour  foyer  ;  donc  la  courbe  cher- 
chée est  une  parabole,  ce  que  l'on  savait. 

2*^  Quelle  est  la  courbe  dont  la  podaire  est  un  cercle? 

La  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'un  cercle 
est  un  cercle,  la  transformée  par  polaires  réciproques  d'un 
cercle  par  rapport  à  un  autre  cercle  est  une  conique  ayant 
son  foyer  au  centre  de  ce  cercle;  donc  la  podaire  inverse  d^un 
cercle  est  une  conique  ayant  son  foyer  au  pôle  de  la  transfor- 
mation, ce  qui  est  évident  par  les  propriétés  connues  de 
l'ellipse. 

XXXIV.  —  Sur  les  ombilics  et  les  droites  isotropes. 

Nous  avons  déjà  dit  ce  que  nous  devions  entendre  par  la 
droite  de  l'infini.  On  appelle  droite  isotrope  une  droite  qui 

a  pour  coefficient  angulaire  it  y/ —  ^'  P^^  ^^"'^  point  a,    j3 
passent  deux  droites  isotropes  ayant  pour  équations 

7— P  +  /^^  (^— a)  =  0,         j_[i_/iri(^— a)  =  o, 
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dont  l'ensemble  peut  être  représenté  par 

(  7  —  P)2  -r-  (X  —  a)2  =  O. 

Les  deux  droites  isotropes  passant  en  a,  [3  forment  un  cercle 
de  rayon  nul,  ayant  son  centre  en  a,  p.  Ce  sont  aussi,  si  l'on 
veut,  les  asymptotes  de  tous  les  cercles  ayant  leurs  centres 
en  a,  p.  Toutes  les  droites  isotropes  rencontrent  la  droite 
de  l'infini  en  deux  points  fixes,  que  l'on  appelle  ombilics. 
Quoique  ces  notions  soient  en  général  bien  connues  du  lec- 
teur, nous  allons  préciser  celle  des  ombilics. 

Prenons  des  coordonnées  trilinéaires  :  l'équation  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  de  référence  est 

yz  sin  A  -i-  zx  sin B  -r-  ^y  sin  G  =  o         ou         ayz  ^  bxz  ^  cxy  =  o, 

A,  B,  C  désignant  les  angles  du  triangle  de  référence;  a,  b^  c 
ses  côtés  (on  s'en  assure  facilement  en  remplaçant  x^  y^  z 
par  leurs  valeurs  en  coordonnées  ordinaires).  L'équation  d'un 
cercle  quelconque  s'obtiendra  en  ajoutant  au  premier  membre 
de  cette  équation  des  termes  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coordonnées  ordinaires,  soit,  en  coordonnées  trilinéaires, 
des  termes  tels  que 

i^ax  -h  hy  -h  cz){lx  4-  iny  -~-  nz), 

car  le  premier  facteur  est  une  constante,  le  double  de  l'aire 
du  triangle  de  référence.  Ainsi  l'équation  d'un  cercle  quel- 
conque est 

(i)     ayz  ~-  bxz  -h  cxy  -h  {^ax  -f-  hy  -H  cz){lx  -r-  niy  -h  nz)  =  o. 

L'équation  générale  des  droites  isotropes  s'obtiendra  en  écri- 
vant que  le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  produit 
de  deux  facteurs  du  premier  degré,  ou  en  annulant  son  dis- 
criminant. 

Si  l'on  coupe  le  cercle  (i)  par  la  droite  de  l'infini 

(2)  ax -\- hy -\~  cz  ^  o, 
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on  obtient  le  même  résultat  qu'en  coupant  le  cercle 

(  3  )  ayz  -\-  bxz  -\-  cxy  ^=  o 

par  la  même  droite.  Donc  tous  les  cercles,  tous  les  couples 
de  droites  isotropes  rencontrent  la  droite  de  V infini  aux 
deux  mêmes  points  y  dont  les  coordonnées  x^y^  z  sont  solu- 
tions de  {Z)  et  [i). 

En  éliminant  ^  entre  (2)  et  (3),  on  a 

{x'^^y'^)ab  ~r'Xy{a^-^b-^  —  c'^)  =  o, 

ce  que  l'on  peut  écrire,  en  divisant  par  ab^ 

^2_4_j2_^  2Jc/cosG  —  o; 


d'où 

y 

-  cos 


y  _       --^G±v/—  isinC  =  — e±Gv'-r 


X 


ou,  si  l'on  veut, 

)     ^ 

(4)  ^  _ 

I    -    =  e(7riB)\/-l. 
(    ^ 

substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (3\  ou 

X  sin  A  '^y  sinB  -4-  ^  sinC  =  o  ; 

nous  aurons 

sin  A  -+-  eC^^civ/^sinB  -T-  eC^^»)  v^=^sinG  =  o. 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu,  il  faut  prendre  des  signes 
contraires  devant  G  et  B  dans  les  exponentielles.  Les  for- 
mules (4)  donneront  alors 


OU 


=  e- 

X  X 


X  '  X 
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On  peut  remarquer  qu'en  appelant  x^  y^  z  et  x' ,  y  ,  z'  les 
coordonnées  des  ombilics,  on  a 

xx'  =  yy'  =  zz' . 

En  tout  cas,  l'ensemble  des  ombilics  pourra  toujours  être 
représenté  par  les  deux  équations 

ax  -T~  by  -r~  cz  =  o, 
abc 

-      H H =0. 

X  y        Z 


XXXV.  —  Foyers  des  courbes  planes. 

On  appelle  foyer  d'une  courbe  plane  un  point  d'où  l'on 
peut  mener  à  cette  courbe  deux  tangentes  isotropes.  C'est 
aussi,  si  l'on  veut,  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  nul  double- 
ment tangent  à  cette  courbe  ;  la  corde  de  contact  est  la  direc- 
trice correspondante.  Cette  définition  est  la  généralisation 
toute  naturelle  des  foyers  dans  les  courbes  du  second  degré. 

Soit 

l'équation  tangentielle  d'une  courbe  ;  alors 

/(v^— ' ,  I ,  —  P  —  a /— 1  )  =  o 

exprimera  que  y  —  ^  -\-{x  —  a) y  —  i  :=  o  est  tangente  à  la 
courbe. 

Supposons  l'équation  précédente,  mise  sous  la  forme 

P  +  \/^  Q  =:  o  ; 
alors 

p-v/=Tq-o 

exprimera  que  y  ^  ^  —  {x  —  ^^\'—  i  =  o  est  tangente  à  la 
courbe,  et 

F  =  0,        (l^o 

seront  deux  équations  qui  détermineront  les  foyers.  Soit  n  la 
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classe  de  la  courbe  considérée,  n-  sera  le  nombre  de  ses 
foyers.  C'est  du  reste  ce  que  l'on  peut  constater  comme  il 
suit  : 

Par  chaque  ombilic  du  plan,  on  peut  mener  n  tangentes  à 
la  courbe  :  ces  2/1  tangentes  se  rencontrent  en  n-  points,  qui 
sont  les  foyers. 

Il  y  a  une  exception  à  la  règle  que  nous  venons  de  signaler  : 
supposons  que  la  courbe  considérée  passe  i  fois  par  les  om- 
bilics du  plan;  par  chaque  ombilic  on  pourra  mener  n  —  li 
tangentes  à  la  courbe,  distinctes  des  i  tangentes  que  l'on  peu 
mener  par  l'ombilic  même,  et  des  i  tangentes  confondues 
avec  la  droite  de  l'infini;  il  y  aura  donc  {n —  11)-  foyers, 
intersection  de  ces  droites  distinctes  des  tangentes  singu- 
lières dont  nous  venons  de  parler. 

Mais  chacune  des  tangentes  non  singulières  que  l'on  peut 
mener  par  un  ombilic  rencontrera  les  tangentes  à  Pautre 
ombilic  en  i  points,  ce  qui  fait  en  tout  n  —  ii  points  de  ren- 
contre; ces  n  —  ii  points  de  rencontre,  ainsi  que  les  n  —  xi 
autres  points  obtenus  en  permutant  les  rôles  des  ombilics, 
sont  des  foyers  réels,  que  nous  appellerons  avec  M.  Laguerre 
\ç^^  foyers  singuliers  de  la  courbe. 

Il  y  a  donc  [n  —  2  i)-  foyers  ordinaires  et  2 (/i  —  ii)i foyers 
singuliers,  en  tout 

/i2  —  4 m  -h  4  ^^ -+-  ^ ^i  —  ^i^=  n°^—  1  ni 

foyers;  mais,  si  l'on  considère  les  foyers  singuliers  comme 
doubles,  il  v  aura 


y 


4/lf—  8t2=  7l2— 4l2 


foyers,  qui,  avec  les  ombilics  qui  sont  des  foyers  d'ordre  de 
multiplicité  2i^  feront  les  n^  foyers  dont  une  courbe  de 
classe  n  est  susceptible. 
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EXERCICES   ET   NOTES. 

1.  On  appelle  podalre  oblique  d'une  courbe,  par  rapport  à  un 
point  0,  le  lieu  des  pieds  des  obliques  menées  du  point  O  sur  les 
tangentes  à  la  courbe,  ces  obliques  faisant  un  angle  constant  avec 
les  tangentes  correspondantes.  Gela  posé,  prouver  que  : 

Toutes  les  podaires  obliques  d'un  même  point  O  par  rapport  à  une 
courbe  donnée  G  sont  semblables. 

Les  podaires  obliques  en  question  ont  pour  enveloppe  la  courbe  G. 

2.  On  mène  toutes  les  tangentes  à  une  courbe  donnée  G,  ces  tan- 
gentes rencontrent  deux  droites  fixes  en  A  et  B  :  soit  M  le  milieu  de  AB  ; 
on  propose  de  montrer  que,  si  l'on  sait  construire  géométriquement 
la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  G,  on  saura  aussi 
construire  la  tangente  en  un  point  quelconque  du  lieu  du  point  M. 

3.  Trouver  les  foyers  de  la  courbe 

^3  -r-y'i  —  Zaxy  -=■  Q. 

4.  Trouver  les  foyers  de  la  courbe 

5.  Trouver  les  foyers  de  la  courbe 

6.  L'enveloppe  de  la  courbe  suivante,  oii  6  est  variable, 

ic  cos'"  0 -r- j  sin'"  6  =  I , 
a  pour  équation 

2  2 

rp2~ni  _]_  yt-ni  __  j 


7.  Trouver  l'enveloppe  d'une  corde  de  grandeur  constante  dans 
l'ellipse  ou  l'hyperbole. 

8.  Trouver  l'enveloppe  des  cercles  coupant  deux  cercles  fixes  sous 
des  angles  égaux.  (L'enveloppe  se  décompose.) 

9.  Un  angle  de  grandeur  constante  pivote  autour  d'un  point  d'une 
ellipse,  ses  côtés  rencontrent  l'ellipse  en  A  et  B  ;  trouver  l'enveloppe 
de  la  droite  AB. 


78  CHAPITRE    I. 

10.  Si  par  un  point  O  on  mène  une  droite,  cette  droite  rencontrera 
une  courbe  d'orde  m  en  m  points  A^,  A2,  .  .  .,  A„2  ;  déterminons  sur 
cette  droite  un  point  A,  tel  que 

771     _       I  1  I 

OA  ""  OA^  "^  ÔÂ^  ~^*  •  ""^  OA;;^ 

le  lieu  du  point  A,  quand  on  fera  tourner  la  droite  autour  du  point  0, 
sera  une  droite;  trouver  l'enveloppe  de  cette  droite,  quand  on  fait 
décrire  au  point  O  une  droite. 

Jl.  Trouver  l'enveloppe  de  la  conique  suivante,  où  X,  Y,  Z  sont 
des  fonctions  linéaires  de  ^r,  y, 

X2  X2  —  X  (  X2  4-  Y2  —  Z2  )  4-  Y2  =  o  ; 

conclure  de  là  l'équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère. 

12.  Trouver  l'équation  tangentielle  des  foyers  d'une  conique  don- 
née, soit  par  son  équation  ordinaire,  soit  par  son  équation  tan- 
gentielle. 

13.  Trouver  l'enveloppe  d'une  série  de  cercles  ayant  leurs  centres 
sur  une  spirale  logarithmique  (r  =  e^)  et  passant  parle  point  auquel 
la  spirale  est  asymptote. 

14.  Trouver  l'enveloppe  du  diamètre  d'un  cercle  qui  roule  sur  une 
droite  sans  glisser  (cycloïde). 

15.  Trouver  l'enveloppe  d'une  série  de  cycloïdes  engendrées  par 
les  points  d'un  cercle  variable,  roulant  sur  une  droite  fixe;  on  sup- 
pose que  toutes  les  cycloïdes  ont  un  point  de  rebroussement  commun. 
[La  cycloïde  a  pour  équations  ;r  =  a( m  —  sin  w),  jk  =  <^(  i  —  cosw), 
u  désignant  un  paramètre  variable.]  Y  a-t-il  une  enveloppe  propre- 
ment dite? 

16.  On  donne  une  courbe  et  un  point  0  :  sur  chaque  rayon  vec- 

—  2 

teur   OM  de  cette  courbe    on    compte    une    longueur  0M'=  > 

a  étant  un  nombre  constant;  on  propose  de  tracer  la  tangente  au 
lieu  des  points  M',  connaissant  la  tangente  au  lieu  des  points  M. 
Prendre  pour  la  courbe  donnée  une  droite,  un  cercle,  etc. 

17.  On  donne  deux  courbes;  soient  M  et  M'  deux  points  pris  sur 
l'une  et  l'autre  courbe  et  tels  que  les  tangentes  aux  courbes  en  ces 
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points  soient  parallèles;  prouver  :  1°  que,  N  étant  le  milieu  de  MM', 
le  lieu  des  points  N  aura  pour  tangente  en  N  une  droite  parallèle  aux 
tangentes  en  M  et  M'  aux  courbes  proposées;  2°  que,  si  par  un  point 
fixe  on  mène  des  droites  OP  égales  et  parallèles  à  MM',  la  tangente 
en  P  au  lieu  des  points  P  sera  parallèle  à  la  tangente  en  M  au  lieu  des 
points  M. 

18.  Étant  données  deux  droites  concourantes  AB  et  AG  et  un  mo- 
dule k,  on  transforme  la  droite  AB  par  rayons  vecteurs  réciproques 
en  prenant  pour  pôles  successivement  tous  les  points  de  AG;  on 
obtient  ainsi  une  série  de  cercles  dont  on  demande  l'enveloppe. 

19.  On  donne  deux  cercles  G  et  G'  et  une  courbe  A  à  laquelle  on 
sait  mener  les  tangentes,  on  cherche  les  polaires  d'un  point  M  de  la 
courbe  A  par  rapport  aux  cercles  G  et  G';  soit  M' le  point  de  concours 
de  ces  polaires  :  le  lieu  du  point  M'  est  une  certaine  courbe  à  laquelle 
on  demande  de  construire  une  tangente  en  un  point  donné. 

20.  Les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  constante  touchent  sans  cesse 
deux  courbes  fixes;  on  propose  de  construire  la  tangente  au  lieu  de 
son  sommet. 

21.  On  donne  une  droite  et  une  courbe  fixes^  on  mène  les  tangentes 
à  la  courbe;  soit  MT  l'une  d'elles,  T  désignant  le  point  de  rencontre 
de  cette  tangente  avec  la  droite  fixe  DT  :  on  mène  la  bissectrice  de 
l'angle  DTM  ;  trouver  l'enveloppe  de  cette  bissectrice.  (Etude  du  cas 
où  la  courbe  donnée  est  un  cercle.) 

22.  Étant  donnée  une  courbe,  on  lui  mène  des  tangentes,  et,  par 
les  points  oii  ces  tangentes  rencontrent  une  droite  fixe,  on  lui  mène' 
des  perpendiculaires,  ces  perpendiculaires  enveloppant  une  courbe; 
on  demande  de   trouver  le  point  où  l'une  de  ces  tangentes  touche 
son  enveloppe. 

23.  Soient  p,  q-,  r,  ...  des  normales  communes  à  une  droite  et  à 
des  courbes  fixes  P,  Q,  R,   .  .  .;  supposons  que  l'on  ait 


f{p,q,  r,  ...)=o 
veloppe  une  courbe 
touche  son  enveloppe  G  est  le  centre  de  gravité  de  masses 


la  droite  en  question  enveloppe  une  courbe  i\,  et  le  point  où  la  droite 

^,   ^, 
dp      ôq 

—  ■>  '  '  '  7  placées  sur  la  droite  aux  points  où  les  droites  p,  q,  r,  ...  la 
rencontrent. 
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24.  Les  distances  /?,  q  d'une  droite  à  deux  points  fixes  P,  Q  sont 
liées  par  l'une  des  relations 

y?r7  =  const.,     —  =const.,    />2  h- ^^  =  const.,     a/? -i- 6^  =  const.; 

construire  le  point  où  la  droite  touche  son  enveloppe  et  trouver  la 
nature  de  l'enveloppe  {voir  l'exemple  précédent). 

25.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  courbes  (normale 
commune). 

26.  Trouver  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  passant  par 
des  courbes  données.  (L'angle  d'incidence  est  égal  à  l'angle  de 
réflexion.) 

27.  Trouver  le  plus  court  chemin  d'une  droite  à  une  autre,  en  pas- 
sant par  une  courbe  donnée. 

28.  Trouver  sur  une  courbe  donnée  un  point  tel  que  la  somme  des 
carrés  de  ses  distances  à  des  points  fixes  soit  un  minimum.  (Ce  point 
est  le  pied  de  la  normale  abaissée  du  centre  de  gravité  des  points 
fixes  sur  la  courbe.  ) 
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CHAPITRE  IL 

ÉTUDE  DES  QUESTIONS  QUI  DÉPENDENT  D'INFINIMENT  PETITS 
D'ORDRE  SUPÉRIEUR  AU  PREMIER. 


L  —  Longueur  d'un  arc  de  courbe. 

On  appelle  longueur  d'un  arc  de  courbe  la  limite  du  péri- 
mètre d'un  polygone  inscrit  dans  cet  arc  et  dont  les  côtés 
décroissent  indéfiniment  pendant  que  leur  nombre  croît  indé- 
finiment. 

Nous  ferons,  au  sujet  de  cette  définition,  plusieurs  re- 
marques : 

i"  Il  est  nécessaire  de  définir  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  ; 
en  efl'et,  l'égalité  géométrique  reposant  sur  l'idée  de  super- 
position (deux  figures  sont  égales  quand  elles  sont  superpo- 
sables  ou  quand  elles  se  composent  de  parties  superposables), 
il  ne  saurait  y  avoir  d'égalité  possible  entre  une  droite  et  une 
courbe.  Une  définition  seule  peut  donc  nous  amener  à  la 
comparaison  d'une  droite  et  d'une  courbe  et  à  l'évaluation, 
en  unités  de  longueur,  d'un  arc  de  courbe.  Quoi  qu'il  en 
soit,  nous  avons  en  nous  l'idée  vague  de  la  longueur  d'un  arc 
de  courbe;  la  définition  que  nous  avons  donnée  ne  fait  que 
préciser  cette  idée. 

2°  Pour  qu'elle  soit  acceptable,  il  faut  prouver  que  la  lon- 
gueur limite  du  polygone  inscrit  existe^  et  qu'elle  ne  dépend 
pas  de  la  loi  suivant  laquelle  on  fait  tendre  ses  côtés  vers 
zéro. 

Rapportons  l'arc  à  deux  axes  rectangulaires;  soient  Xq^ 
y^  et  X,  Y  les  coordonnées  des  extrémités  de  cet  arc  de 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  6 
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courbe;  prenons  entre  les  extrémités  n — i  points  de  divi- 
sion, et  soient  (^,,  ri),  {x^^  jKo),  ...,  (^,2_<,  7'«-i)  leurs 
coordonnées.  En  joignant  ces  points  de  division,  on  obtiendra 
un  polygone  dont  un  côté  aura  pour  longueur 


v/(  57/+!  —  Xi)-^--.  -  (7/+,  —y  if 
ou,  pour  abréger, 

la  longueur  totale  du  périmètre  du  polygone  sera 


S  = 

1=0 


^v/A^I  +  Ar? 


ou 


(l)  s=^\x^^^ 


Nous  supposerons  d'abord  -~  =y  croissant  de  y'^  à  Y'. 

Soit/(^)  l'ordonnée  du  point  correspondant  à  l'abscisse^; 
on  aura,  en  appelant  9  un  nombre  compris  entre  o  et  i , 

et  par  suite 

(2)  S  -y|  A:r,  /i  -.   [f'iXi-^r-^AXi)^. 

Or,  si,  sur  l'ordonnée  correspondant  à  l'abscisse  œi,  on 
prend  une  longueur  égale  à  yi  -+-  [/'(^/)]-,  le  lieu  des  extré- 
mités des  droites  ainsi  obtenues  sera  une  certaine  courbe 
ayant  pour  équation 

(3)  -n  =--  v/i-[/'(^)?, 

et  l'expression  (2)  de  5  sera  l'expression  d'une  certaine  aire, 
comprise  entre  la  somme  des  aires  des  rectangles  de  base  àx 
inscrits  et  circonscrits  à  la  courbe  (3)  ;  or  les  sommes  des  rec- 
tangles inscrits  et  circonscrits  ont  même  limite  :  l'aire  com- 
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prise  entre  Taxe  des  x^  les  ordonnées  jKq,  Y  et  Ja  courbe  (3). 

En  effet,  la  différence  de  ces  deux  sommes  est  égale  à  7  ù^x  Ly^ 

c'est-à-dire  moindre  que\  M  A^,  M  désignant  le  maximum 

de  Ajr  qui  tend  vers  zéro,  ou  que  M(X  —  x)  qui  tend  aussi 
vers  zéro;  l'expi-ession  (2)  de  5  a  donc  une  limite  finie  aussi. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  convient  encore 
au  cas  où  y'  serait  décroissant,  ou  même  alternativement 
croissant  et  décroissant,  pourvu  que  ces  alternatives  de  crois- 
sance et  de  décroissance  ne  soient  pas  en  nombre  infini. 

Cherchons  maintenant  l'expression  de  la  différentielle  de 
la  longueur  de  l'arc  de  courbe. 

Soit  s  la  longueur  d'un  arc  compté  à  partir  d'une  origine 
fixe  O  prise  sur  la  courbe  ;  cette  longueur,  d'après  ce  que  nous 
venons  devoir,  est  représentée  par  l'aire  de  la  courbe  dont 
l'équation  est 

Or,  si  l'on  donne  à  l'abscisse  x  l'accroissement  dx,  l'aire  de  la 
courbe  en  question  prend  un  accroissement  compris  entre 
deux  rectangles  ayant  pour  base  dx  et  pour  hauteur  y)  et 
Tj  +  Atj  ;  on  peut  donc  prendre  pour  accroissement  de  l'aire 
en  question  r^dx^  qui  sera  aussi  sa  différentielle;  mais  cette 
expression  est  aussi  celle  de  la  différentielle  de  l'arc  5;  on  a 

donc 

ds  =■-  Tj  dx 

OU  bien,  en  remplaçant  r,  par  sa  valeur, 

ds  =  ^i-~-  [f\x)\^  dx 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ds  —  ^i  -hj'^  dx 
ou  bien  encore 


*=i/'-K©'''-^- 
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Donc  : 

Théorème.  —  La  différentielle  ds  de  la  longueur  de 
Varc  dhuie  courbe  dont  V ordonnée  est  y  et  V abscisse  x 
est  donnée  par  la  formule 

ds  =  \/i  -h  r'^  dx  ; 

si  l'on  fait  passer  dx  sous   le  radical  en  observant  que 
y  dx  =  dy,  on  a 


ds  =  \/dx^  -+-  df-         ou         ds^  —  dx^  -f-  dj'^, 

formules  importantes  (où  les  coordonnées  sont  censées  rec- 
tangulaires). 

Corollaire.  —  On  a  vu  que  dx  et  dy  étaient  proportion- 
nels aux  cosinus  des  angles  que  la  tangente  à  la  courbe  fait 

avec  les  axes;  cela  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  ^  est  la  tan- 

1       dx 

gente  de  l'angle  a  que  cette  droite  fait  avec  l'axe  des  x;  on 

a  alors 

dx  .  dy 

cosa=  1         sina= 

\/dx'^  -h  dy''  sj  dx-  -i-  dy- 

ou  bien 

dx  .  dy 

cosa  =  -^  j         sin  a  =  -4-* 
ds  ds 


II.  —  Différentielle  de  l'arc  dans  divers  systèmes  de  coordonnées. 

1°  /^n  coordonnées  rectilignes  oblicjues.  —  SoitO  l'angle 
des  axes  :  nous  avons  trouvé  en  coordonnées  rectangulaires 

ds^-  =  dx'^  '\-  dy^-  ; 

donc  â?'^  est  riiypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  dx  ei 
dy  sont  les  côtés;  ds  est  donc  rigoureusement  égal,  dans  ce 
système  de  coordonnées,  à  la  portion  de  tangente  allant  du 
point  de  contact  à  l'ordonnée  voisine  de  ce  point.  Mais,  dy  dif- 
férant de  A/  d'une  quantité  du  second  ordre,  on  peut  poser, 
aux  termes  du  second  ordre  près, 

ds'^  =  dx'^-\-  ^y^, 
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et  dire,  à  cet  ordre  d'approximation  près,  que  la  différentielle 
de  l'arc,  ou  même  que  l'accroissement  A^  de  cet  arc,  est 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  Ax  et  Ajk  seraient 
les  côtés  ;  cette  hypoténuse  est  précisément  lacorde  de  l'arc  A5  : 
ainsi  l'arc  A5  et  sa  corde  ne  diffèrent  que  par  des  termes  du 
second  ordre  au  moins  (nous  verrons  plus  loin  que  la  diffé- 
rence est  du  troisième  ordre);  on  peut  donc,  dans  le  calcul 
de  la  différentielle  de  l'arc,  remplacer  l'arc  infiniment  petit 
par  sa  corde. 

11  résulte  de  là  que,  en  coordonnées  obliques,  la  différen- 
tielle d'un  arc  pouvant  être  remplacée  parla  corde  correspon- 
dante et  Ay  par  dy,  on  a 

ds-  =  dx-  -i-  dy^  4-  2  dx  dy  cos 6. 

2*^  En  coordonnées  polaires.  —  Si  l'on  appelle  {fig-  20 
/',  9  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe, 
r^dr,  ^ -\- d^  les  coordonnées  d'un  point  voisin  M';  la 
corde  MM'  joignant  ces  points,  que  nous  pouvons  appeler  <i5, 
sera  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  mixtiligne  dont  l'un 
des  côtés  M'P  sera  Ar  ou  dr^  et  dont  l'autre  côté  sera  l'arc 

Fis:.  20. 


de  cercle  MP  =^  j^d^  décrit  de  l'origine  O  comme  centre  avec  r 
pour  rayon;  cet  arc  peut  remplacer  le  côté  rectiligne  MQ  qui 
est  son  sinus.  Quant  à  PQ  égal  à 


r(i  —  cosc/0)  =  r  

^  ^  1 


il  peut  être  négligé  comme  étant  du  second  ordre;  or  on  a 
dans  le  triangle  MM' Q 


i\im'^=mqVqm'^ 
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OU,  aux  termes  d'ordre  supérieur  près, 

ou 

?>^  Coordonnées  bipolaires.  — En  appelant/',  r'\es  rayons 
vecteurs  et  c  la  distance  des  pôles  fixes  ou  foyers,  on  a 

r  0  _  4  ri^'  [  rr  (  dr''-  -^  dr"-  )  —  (  /'^  _:_  ,.'2    ^  c^  ) dr  dr  ] 

formule  où  l'on  a  posé  ip  ^=.  c  -\-  r  -^  r\  II  paraît  difficile  de 
généraliser  cette  formule. 


III.  —  Des  divers  ordres  du  contact  des  courbes  planes. 

Si  l'on  considère  {^fig-  21)  deux  courbes  ayant  un  point 
commun  M  et  une  sécante  commune  NN'  rencontrant  les 
courbes   en  des  points  N,   N',  voisins  du  point  de  contact, 

Fis:.  21. 


mais  faisant  avec  les  tangentes  en  M  des  angles  finis,  les  dis- 
tances MN,  MN'  et  NN'  seront  en  général  de  même  ordre; 
car  les  angles  du  triangle  MNN'  seront  finis,  leurs  sinus  aussi, 
et  par  conséquent  les  rapports  MÎV  :  MN'  :  NN'  aussi. 

Mais,  si  l'angle  NMN'  est  infiniment  petit  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  si  les  courbes  sont  tangentes  en  M,  les  angles 
N  et  N'  restent  encore  finis,  MNetMN'  sont  de  même  ordre. 
Quant  à  NN',  il  est  d'un  ordre  supérieur;  en  effet,  on  a 

MN  MN'         NN' 


sinN'        sinN        sinM 
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et,  N,  N'  étant  finis  et  M  infiniment  petit,  il  faut  que  NN'  soit 
d'ordre  supérieur. 

L'ordre  de  NN'  est  indépendant  de  l'orientation  de  la  sé- 
cante NN';  en  efi'et,  en  considérant  une  autre  sécante,  telle 
que  NN'',  dans  le  triangle  N  WW,  le  rapport  de  NN'  à  NiT  est 
celui  des  sinus  des  angles  opposés  qui,  par  hypothèse,  restent 
finis. 

Gela  posé,  nous  dirons  (et  nous  serons  en  droit  de  dire) 
que  deux  courbes,  ayant  un  point  commun  M,  ont  en  ce 
point  un  contact  d'ordre  n,  quand  la  portion  de  sécante 
menée  dans  le  voisinage  de  M  interceptée  entre  les  deux 
courbes  sera  d'ordre  ;^  -f-  i .  Par  rapport  aux  distances 
des  points  cV intersection  au  point  M,  on  suppose  d'ail- 
leurs cjue  la  position  limite  de  la  sécante  n'est  pas  celle 
dhuie  tangente  en  M  à  l'une  des  deux  courbes. 

Cherchons  maintenant  les  conditions  du  contact  d'ordre  n 
de  deux  courhes  passant  en  M;  soient jk  et  j^<  les  ordonnées 
des  deux  courbes  correspondant  à  une  même  abscisse  x]  au 
point  M  on  a  jk=J^i.  Si  l'axe  des  j^  (ce  que  nous  suppose- 
rons) n'est  pas  parallèle  à  la  tangente  en  M,  nous  pourrons 
considérer  une  sécante  parallèle  à  l'axe  desj',  menée  dans  le 
voisinage  de  M;  elle  coupera  les  courbes  en  des  points  ayant 
pour  coordonnées  [x  -V-  Ax,  y  -f-  A/)  et  [x  ^-  A^,  y^  4-  Aki  ). 
La  grandeur  de  cette  sécante  sera  i^y  —  Aj'i,  et,  pour  qu'il  y 
ait  contact  d'ordre  /z,  il  faudra  que  Ly  —  AJ'^  soit  d'ordre 
/z  +  I  ;  or  (t.  P'',  p.  126) 

Ax  =dy  ^r   -^-d^y  --••--TT^y^^V--.-, 

Ari -- dy, -':-  -^  d'-yi -~...^  r;r:7r:T7i '^"•^^  " •  •  •  ' 

donc 

Ar  —  Ari  ^dy  —  dy^  H-  y—  ( dy  -    d'^y^)  :- . .  . 

H (d"y  —  d''yi)-\-.  .  ., 
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et,  pour  que  A/  —  A/,  soit  d'ordre  n -\- i ,  i\  faut  que  l'on  ait 

d'où  l'on  conclut  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Pour  que  deux  'courbes  aient  en  un 
point  M  un  contact  d'ordre  n,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  un 
point  les  différentielles  ou  les  dérivées  de  leurs  ordonnées 
soient  égales  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement. 

Si  l'on  prenait  pour  variable  indépendante,  non  plus  x^ 
mais  une  autre  variable  t  quelconque,  les  conditions  de  con- 
tact d'ordre  n  seraient,  en  appelant  x  et  j^,  x^  etjKi  les  coor- 
données de  deux  points  correspondant  à  une  même  valeur 
de  t  pour  laquelle  il  y  a  contact, 

"  =  ""    •>'=•>'"    ^  =  È' 

d-y  dx  —  d^x  dy  _  d^y^  dx^  —  d-x^  dyx 

~&  "~  'dx\  '  '"' 

auxquelles  on  satisferait  en  posant 

dx  =  dx^,         d^x~  d'^Xi,         ...,         d^^x  ~  d^^x^^ 
dy  =  dy^,         d^y  =  d'^y^,  ...,         d'^y  =  d^yù 

ces  dernières  conditions  sont  évidemment  suffisantes,  mais 
elles  ne  sont  pas  nécessaires.  Elles  expriment  que  les  pro- 
jections Ax  —  A^<,  et  Ay — ^fi  d'une  certaine  corde  com- 
mune sont  d'ordre  n  ^  i. 

Ceci  d'ailleurs  se  voit  aisément  sur  un  exemple  particulier  : 

ainsi  l'on  peut  avoir  dx  =  i  dx^  ci—  =.  -^ ,  les  deux  courbes 

auront  cependant  un  contact  du  premier  ordre  au  moins; 

mais,  si  l'on  a  dx  =:^  idx^,  il  est  bon  d'observer  que  MN  et 

MN',  qui  sont  sensiblement  parallèles,  sont  aussi  à  peu  près 

NIN'  .     ]NN' 

dans  le  rapport  de  i  à  2  ;  j^  est  alors  fini,  -^^  étant  fini; 

l'angle  N  est  de  même  ordre  que  M  et  NN'  est  à  la  limite 
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parallèle  à  la  tangente  en  M.  Ainsi,  pour  exprimer  que  deux 
courbes  ont  un  contact  d'ordre  /i,  il  suffira  d'écrire  que 
les  dérivées  ou  les  différentielles  de  leurs  ordonnées  prises 
par  rapport  à  leurs  abscisses  sont  les  mêmes  jusqu'à  l'ordre /i 
inclusivement. 

On  pourra  aussi  écrire,  en  prenant  une  variable  indépen- 
dante quelconque,  que  les  différentielles  des  deux  coor- 
données sont  égales  dans  les  deux  courbes  jusqu'à  l'ordre  ii 
inclusivement;  n  des  in  équations  ainsi  écrites  établiront  un 
certain  mode  de  dépendance  des  variables  x  et  ^,,  et  les  n 
autres  équations  seront  celles  du  contact. 

Pratiquement,  pour  écrire  que  deux  courbes  ont  un  contact 
d'ordre  /z,  on  différentiera  l'équation  de  l'une  de  ces  courbes 
et  l'on  supposera  que  les  différentielles  qui  figurent  dans  le 
résultat  soient  tirées  de  l'équation  de  l'autre  courbe. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  exprimer  que  l'ellipse 

X  r=  a  cos  t,        y  '^  l>  sin  t 
a  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  droite 
y  ^  mx  -T-  n^ 

on  écrira  d'abord 

b  sin  i  ~  ma  cos  t  -^  n, 

ce  qui  exprime  que  les  deux  lignes  se  rencontrent;  ensuite 
on  différentiera  et  l'on  aura 

b  cos/  —  —  ma  sin  t. 

Les  deux  lignes  auront  alors  même  dx  et  même  c//,  et 
par  suite  elles  seront  tangentes  :  cela  revient  à  différentier 
y  =z  7nx  -\-  n,  après  avoir  remplacé  ^  et^  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  de  l'ellipse. 

Pour  exprimer  que  deux  courbes  représentées  par  les 
équations 

(A)  f{x,y)^o,         F(^,j)  =  o 

ont  un  contact  d'ordre  n,  il  suffira  d'écrire  que  les  valeurs 
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de  y,  y,  y". .  .  . ,  y'^,    tirées   des  équations  (A)   et  de  leurs 
dérivées 


<>f      ,<>f 

âx-^     '    "-^    âxây    '  -^      dy^- 

=  0, 

d'-F    ^         ,   (92F           ,^  ()2F    ,      „  dF 
âx-^     '    ^-^   âxdy    '  -^       ây^       ^    dy 

==0, 

sont  égales,  ce  qui  revient  à  écrire  que  l'on  a 

(B)  3/ ^  dF  _  à/ ^  d^  _  à^  ^  cr^  _ 

âx  '  ôx        ày  '  dy        dx-  '   dx'"-       "  '  '  ' 

en  d'autres  termes,  pour  que  les  courbes  (A)  aient  un  contact 
d'ordre  n  en  x^  y,  il  faut  qu'en  ce  point  les  dérivées  de  / 
et  F  soient  proportionnelles  jusqu'à  l'ordre  Ji  inclusivement. 
Si  l'on  rend  les  équations  (A)  homogènes  par  l'introduc- 
tion de  la  variable  z  et  si  l'on  fait  usage  du  théorème  des 
fonctions  homogènes,  on  voit  que  l'on  pourra  écrire,  à  la 
suite  des  rapports  (B),  les  suivantes 

df  .   dF  _  r)2/  _   r)2  F  _     rj2/     ^     ,)-2  F    _ 
dz  '  dz         dz-  '    dz'         dxdz  '  dxdz 

et  les  équations  (B)  pourront  être  remplacées  par  les  suivantes 

f)n  f  ^   ,)n  p^   ^         f)nf        ^         f)n  F        _ 

dx^^  '    dx'^  ~  dx'^-^dy  '  dx'^-^  dy  ' 

qui  expriment  que  les  dérivées  d'ordre  n  des  fonctions /et  F 
par  rapport  aux  variables  œ,  jr,  z  sont  proportionnelles. 

Théorîîme.  —  Lorsque  deux  courbes  variables 

y  =  c^(x),         y^^{x) 

se  coupent  en  n  h-  i  points  qui  viennent  se  confondre  en 
un  seuLM,  elles  ont  alors  en  ce  point  un  contact  d'ordre  n. 
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En  appelant  x^  y  les  coordonnées  de  M,  les  points  d'inter- 
section qui  se  confondent  en  M  à  la  limite  ont  des  abscisses 
que  l'on  peut  représenter  par  ^  -^  hi,  x  -j-  ho,  .  .  . ,  x  -{-  hn+\, 
etalors'o(x  +  A)  —  '^[x  +  A),  différence  des  deux  ordonnées 
des  deux  courbes  correspondant  à  l'abscisse  x  -f-  Ji,  s'annule 
pour  h=^  hi^  ho.  -  '  . ,  A^+i  ;  on  peut  donc  écrire  (  t.  I*^'",  p.  ^5) 

:-  {h  -  hy){h  -  A2).  .  .{h  -  /l,,4-l)    ^~ r.'"^T7.(^-^-l) ' 

H  désignant  une  moyenne  entre  A,  A, A//+f  Si  l'on  fail 

tendre  A|,  Ao,  •  •  • ,  A/,.^i  vers  zéro,  cette  formule  devient 

cpa7-^A)  —  d;(^  —  /0=-  A«+i  -^— ^ ;7-    -^ ^ ; 

'  ^  ^       ^^  '  1 .2.3.  ..(//--  1; 

cette  quantité  est  évidemment  d'ordre  /i  4-  i ,  quand  on  SLqi- 
pose  A  infiniment  petit.  Les  courbes  considérées  ont  donc, 
au  moment  où  les  points  considérés  se  trouvent  réunis  en  M, 
un  contact  d'ordre  n  en  ce  point.  c.   q.   f.   d. 

Les  considérations  précédentes  supposent,  bien  entendu, 
que  la  formule  de  Tajlor  est  applicable  aux  coordonnées  des 
courbes  considérées;  elles  tomberont  donc  en  défaut  en  cer- 
tains points  que  l'on  doit  considérer  comme  singuliers,  bien 
qu'ils  puissent  ne  rentrer  dans  aucun  des  types  signalés  page  8, 
et  que  la  singularité  ne  soit  pas  apparente  à  Uœil. 

Lorsque,  eu  égard  au  nombre  des  paramètres  variables 
qu'elles  contiennent,  deux  courbes  ont  en  un  point  quel- 
conque un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible,  on  dit 
qu'elles  sont  osculatrices. 

Par  exemple,  un  cercle  pouvant  passer  par  trois  points 
donnés,  on  pourra  l'assujettir  à  passer  par  trois  points  d'une 
courbe  fixe  infiniment  voisins;  il  acquerra  alors  avec  cette 
courbe  un  contact  du  second  ordre  et  sera  osculateur. 

Parfois,  pour  des  points  convenablement  choisis  d'une 
courbe  fixe,  une  courbe  osculatrice  de  cette  courbe  fixe 
acquiert    un    contact   d'un   ordre    plus   élevé    qu'aux   autres 
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points;  dans  ce  cas,  on  dit  qu'il  y  a  surosculation.  Ainsi, 
par  exemple,  le  cercle  oscnlateiir  d'une  courbe  qui  passe 
ordinairement  par  trois  points  de  cette  courbe,  confondus  en 
un  seul,  peut  accidentellement  contenir  un  quatrième  point 
et  devenir  surosculateur ;  c'est  ce  qui  arrive  aux  sommets 
d'une  ellipse. 

IV.  —  Droite  osculatrice. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  les  coefficients 
de  l'équation  de  la  droite 

(i)  .  y^ax^r-b, 

de  telle  sorte  qu'elle  soit  osculatrice  d'une  courbe  donnée. 
L'j^  de  la  droite  et  celui  de  la  courbe  devront  être  les  mêmes 
pour  une  même  valeur  de  x,  ainsi  que  leurs  dérivées;  or,  en 
différentiant  (i),  on  a 

(  2  )  dy  ~  a  dx\ 

les  équations  (i)  et  (2)  devront  avoir  lieu  quand  à  Vy  de  la 
droite  on  aura  substitué  celui  de  la  courbe.  Cette  substitution 
étant  supposée  faite,  on  a 

dy  j  dy 

a=-y-,         b  =y  —  x-j-, 
dx  dx 

et  l'équation  de  la  droite  osculatrice  devient 

__      dy  _^     dy 

^  ^    dx      "^  llx^ 

X  et  Y  désignant  alors  les  coordonnées  courantes;  c'est 
l'équation  de  la  tangente,  on  devait  s'y  attendre. 

Cherchons  les  points  pour  lesquels  il  y  a  surosculation  : 
pour  cela,  difFérentions  encore  (2),  en  substituant  à  \y  de  la 
droite  celui  de  la  courbe;  on  aura 

(3)  d^y^o. 

L'élimination  de  a,  h  entre  (i),  (2)  et  (3)  fera  connaître  la 
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relation  qui  doit  exister  (indépendamment  de  l'équation  de 
la  courbe)  entre  ^  et  jk  pour  qu'il  y  ait  surosculation  ;  le 
résultat  de  l'élimination  est  l'équation  (3)  elle-même. 

Ainsi,  aux  points  où  la  tangente  devient  surosculatrice, 
on  a  d-y=^o\  ces  points  portent  le  nom  de  points  d' in- 
flexion. 

En  un  point  d'inflexion,  la  tangente  coupe  la  courbe;  ce 
fait  devient  évident,  si  l'on  remarque  que  la  courbe  coupant 
trois  fois  sa  tangente  doit  être  mi-partie  d'un  côté  de  sa  tan- 
gente, mi-partie  de  l'autre  côté.  Autrement,  prenons  la  tan- 
gente au  point  d'inflexion  pour  axe  des  x  et  la  normale  pour 
axe  des  j^;  l'équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

ou,  par  la  formule  de  Maclaurin, 

y  —  a  H-  6  37  -h  c  a?^  -f-  dx^  -H  .  .  . . 
Mais,  pour  ^  =  o,  on  a  7=  o  :  donc  a  =  o  ;  pour  x  ^  o^  ~ 

est  nul  aussi  :  donc  6  =  o;  de  plus,  la  distance  y  d'un  point 
de  la  courbe  à  la  tangente  doit  être  du  troisième  ordre  pour 
qu'il  y  ait  contact  du  second  ordre;  donc  le  terme  en  x-  doit 
disparaître  aussi,  et  l'on  a 

y  =  dx^  -\-  ex'*  -\-  .  .  .\ 

y  change  de  signe  avec  x  pour  de  très  petites  valeurs  de  x  : 
donc  l'axe  des  x  coupe  et  touche  à  la  fois  la  courbe  au  point 
d'inflexion. 

Dans  certaines  courbes  il  existe  des  points  où  la  tangente 
a  un  contact  du  troisième,  du  quatrième,  du  cinquième,  etc. 
ordre  ;  s'il  v  a  contact  du  troisième  ordre,  la  tangente  ne  coupe 
plus  la  courbe,  le  point  d'inflexion  est  réel,  mais  il  n'est 
plus  apparent;  l'équation  de  la  courbe  est  alors  de  la  forme 

y  —  ex'*-\-  fx""  H-  .  .  .  . 

Lorsque  l'équation  d'une  courbe  se  présente  sous  la  forme 
/(^,  j^)=  o,  ou  sous  la  forme  homogène 

(0  /(^,7,  ^)  =  o, 
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il  existe  une  méthode  élégante  pour  déterminer  ses  points 
d'inflexion. 

Soient,  pour  abréger,  /^,  /o,  f-,  les  dérivées  ^'  ^^  ~; 
soient,  de  même, /<,, /lo, /i3, /22, /ss, /as  les  dérivées  ^, 
ô'  3:7^^  T^'  l^es  points  d  milexion  s  obtien- 


dx  ày  dx  dz  dy^  dy  dz  d. 
dront  en  écrivant  que  d-y=^o',  on  peut  alors  différentier 
l'équation  (i)  deux  fois,  en  n'écrivant  pas  le  terme  en  d-y 
qui  est  nul;  on  a  ainsi 

f\\dx'^- -r-  2/12 dx  dy  -\-fi% dy^-  —  o, 
ce  qui  donne,  en  éliminant  dx  et  dy ^ 

(2)  fnf\  ^^  '^/nAA-'-A^fl  =  o. 

Cette  formule  jointe  à  (i)  déterminera  les  points  d'inflexion. 

Toutefois  il  faut  observer  que  la  formule  (2)  peut  avoir  lieu 

sans  que  la  courbe  possède  pour  cela  un  point  d'inflexion  en 

(^,  y);  c'est  ce  qui   arriverait  si  l'on  avait,  par  exemple, 

/\z^  o^  f.2=  o,  ce  qui  exige  que  le  rapport^  soit  indéter- 
miné. Ainsi  l'équLtion  (2),  outre  les  points  d'inflexion, 
détermine  encore  certains  points  singuliers. 

L'équation  (2)  peut  encore  s'écrire,  comme  il  est  facile  de 
le  constater, 

/il    /12    /i 

(3)  /2I      /22      A         --0, 

/i    A    ^ 


et,  si  l'on  observe,  en  appelant  m  le  degré  de/,  qu'on  a 


(m  —  i)/i=/ii^+/i27-r-/i3^, 

(m—  i)A=Ai^-^A^y-^A^^^ 

o  =  m/  =  /i  ^  '^A  y  -'-/a^' 


INFINIMENT     PETITS    d'ORDRE     SUPÉRIEUR.  96 

la  formule  précédente  deviendra,  en  combinant  convenable- 
ment ses  lignes  et  ses  colonnes, 


(4) 


/« 

U 

/.3 

/si 

M 

/23 

In 

M 

u 

o. 


Telle  est  l'équation  qui,  jointe  à  (i),  fera  connaître  les 
points  d'inflexion.  Seulement  il  faut  observer  que  l'on  a  sup- 
posé que/i  et/o  n'étaient  pas  nuls  à  la  fois,  en  sorte  que  (4) 
a  lieu  pour  les  points  qui  satisferaient  aux  équations 

/i  =  o,         /2  =  o,         /  =^  O         OU         /a  ==  o, 

c'est-à-dire  pour  les  points  singuliers  où  -j-  se  présente  sous 

la  forme  -• 
o 

Si  /  est  algébrique  de  degré  /?i,  l'équation  (4)  représentera 

une  courbe  dite  Jiessienne  àe  f  ^=  o,  et  de  degré  3  [m  —  2), 

en  sorte  que  le  nombre  i  des  points  d'inflexion  d'une  courbe 

de  degré  m  est  donné  par  la  formule 

t  —  3  m  (  m  —  2  ), 
qui  pourra  parfois,  comme  on  le  verra,  se  trouver  en  défaut. 

Remarque  I.  —  Il  est  bon  d'observer  que,  pour  établir  la 
formule  (4),  il  a  fallu  supposer  que  fi,  f2^  f^  n'étaient  pas 
de  degré  o;  en  eff'et,  en  remplaçant  ûc/h  -4-J'/i2  +  ^/i3  par 
(?n  — '  i)fi ,  .  .  ■ ,  puis  en  divisant  par  m  —  i  pour  introduire 
le  terme /i  3,  on  suppose  m  —  i  ^o.  Ainsi,  en  écrivant  l'équa- 

tion  de  la  parabole  sous  la  forme  œ  —  ~-  =  o,  on  pourrait 

lui  trouver  une  infinité  de  points  d'inflexion,  l'équation  (4) 

devenant  identique  pour/=  œ  —  —-  En  réalité,  il  n'y  a  pas 

de  point  d'inflexion  dans  cette  parabole,  ce  dont  on  s'assure 
en  mettant  son  équation  sous  la  forme  xz  — y'^  =z  o  ;  la  for- 
mule (4)  devient  alors  absurde. 
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Remarque  II.  —  Si/ est  homogène  entier  et  du  second 
degré,  le  hessien  est  égal  au  discriminant,  et  il  ne  peut  y 
avoir  de  point  d'inflexion  que  si  ce  discriminant  est  nul, 
c'est-à-dire  si  la  courbe/=  o  se  réduit  à  un  système  de  deux 
droites. 

Remarque  III.  —  Lorsque  tous  les  points  d'une  courbe 
sont  des  points  d'inflexion,  cette  courbe  se  réduit  à  une  droite, 

ou  à  un  système  de  droites.  Et,  en  elTet,  si  l'on  suppose  --y^ 

nul,  quel    que  soit   x^   -~   reste    constant   et    r    est    de   la 

forme  ex  +  c',  c  et  d  désignant  deux  constantes. 


V.  —  Du  cercle  osculateur. 

Le  cercle  pouvant  être  assujetti  à  passer  par  trois  points, 
le  cercle  osculateur  d'une  courbe  aura  en  général  un  contact 
du  second  ordre  avec  cette  courbe  ;  nous  allons  chercher  à  en 
déterminer  les  éléments. 

Soit 

(0  (X- x)2 -1.(7- 3)2=  R2 

l'équation  du  cercle  cherché,  que  nous  supposons  osculateur 
en  x^  y  ;  si  l'on  différenlie  cette  équation  en  supposant  dy^  d'-y 
remplacés  par  le  dy  et  le  d'-y  de  la  courbe,  on  aura  exprimé 
qu'il  y  a  contact  du  second  ordre,  et  iLviendra 


(2) 

d'où  l'on  tire 


(^— a)c/^-+-(7—  ,3)r/7  =  o, 


^  dx"-  -f-  dy"- 

>■-?  =  - -^3^' 

dr  dx"^  H-  dy"^ 
dx        d^y     / 

et  l'équation  (  i  )  donnera 

_  /  dx'^  +  dy'^  \  2  dx"-  -f-  d'v2 
~  \       d^       /  ~dx^ 
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OU 

R  = 


{dx-^-^-dy-'Y  _  (1-4-/2)2 
d^fdx        ~        y"        ' 


dy  I 

en  posant  -^  =X- 

En  des  points  particuliers  le  cercle  osculateur  pourra  pos- 
séder avec  la  courbe  un  contact  du  troisième  ordre  ;  en  ces 
points  appelés  sommets^  on  a,  outre  les  équations  (i)  et  (2), 

'idyd^y^{y—^)diy  =  o. 

L'élimination  dej^ — ^  entre  cette  formule  et  la  dernière 
équation  (2)  donne 

dx"^  -H  ^j2        3  dy  d'^y 


ou 


en  posant 


(^-^yny"'-oy'y"-'  =  o, 


dy  „       dy  ,„       dy 

^         dx  -^         dx  ^  dx 


Nous  allons  maintenant  étudier  diverses  propriétés  du 
cercle  osculateur.  Un  cercle  est  d'autant  plus  courbé  que 
son  rayon  est  plus  petit,  et  il  est  naturel  de  dire  que  la  cour- 
bure d'un  cercle  est  mesurée  par  l'inverse  -^  de  sonrajon.  De 

tous  les  cercles,  celui  qui  se  rapproche  le  plus  d'une  courbe 
est  son  cercle  osculateur,  et  la  courbure  de  la  courbe  sera 
naturellement  mesurée  par  l'inverse  du  rayon  du  cercle  oscu- 
lateur. 

On  peut  justifier  d'une  autre  manière  cette  façon  de  mesurer 
la  courbure  :  soit  (Jîg'  22)  AB  un  arc  de  cercle;  menons  les 
rayons  OA,  OB  et  les  tangentes  AC,  BG;  l'angle  O  ou  son 
égal  BCD  est  ce  que  nous  appellerons  l'angle  de  contingence  ; 
le  rapport  de  cet  angle  à  l'arc  AB  est  l'inverse  du  rayon  ou  la 
courbure  de  AB. 

Si  l'on  appelle  £  l'angle  de  contingence  d'une  courbe  quel- 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  7 
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conque,  c'est-à-dire  l'angle  de  deux  tangentes  ou  de  deux 
normales  infiniment  voisines  menées  par  les  points  M  et  M' 

dont  le  premier  soit  fixe,  et  ds  l'arc  MM\  le  rapport  -^  pourra 

s'appeler  par  analogie  la  courbure  de  la  courbe  en  M.  Nous 


allons  voir  qu'elle  est  égale  à  l'inverse  du  rayon  du  cercle 
osculateur. 

Nous  observerons  à  cet  effet  que  l'angle  de  contingence 
est  la  différence  des  angles  que  la  tangente  en  x,  y  et  au 
point  voisin  x  -|-  dx,  y  +  dy  idXl  avec  un  axe  fixe,  l'axe  des  x 
par  exemple  ;  en  appelant  cp  l'angle  que  la  tangente  en  x^y  fait 
avec  l'axe  des  x,  on  a 


£  =  û?cp,       tangcp 

,     dy 

---^^dx- 

On  a  donc 

dy 
£  =  r/arc  tang-y- 

d^y  dx 
~  dx-^  H-  dy^ 

et,  par  suite, 

£               d'-y  dx 

y" 

d^  ^  ^' 

{dx'^-r-dy^y        (i  +  r'2)2 

la  valeur  de  -^  est  donc  bien  égale  à  l'inverse  du  rayon  du 

cercle  osculateur,  que  Ton  appelle  pour  cette  Ydi\son  cercle  de 
courbure  y  et  son  rayon,  rayon  de  courbure. 
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VI.  —  Application  à  quelques  exemples. 

Lorsque  l'on  veut  calculer  le  rayon  de  courbure   d^une 
courbe,  on  peut  faire  usage  de  la  formule 

(.)  R  =  ^^;    ■ 

mais  il  vaut  mieux,  quand  ^  n'est  pas  exprimé  en  fonction  de 
x^  faire  usage  de  la  formule  suivante,  que  l'on  obtient  en 
transformant  la  précédente  de  telle  sorte  que  la  variable  indé- 
pendante, au  lieu  d'être  x^  soit  tout  à  fait  quelconque;  on  a 
alors,  en  observant  que 

,  _  dy  „  _  (Py  dx  —  d'^x  dy 

^  ^  dx'        7--"         ^i  '-^ 

l'expression  suivante  de  R  : 

3 


(2)  R 


d~y  dx  —  d'^x  dy 


On  devra  prendre  le  second  membre  qui  contient  un  ra- 
dical, avec  un  signe  tel  que  R  soit  positif.  Toutefois  on  peut 
donner  un  signe  à  R,  celui  de  ^  ou  de  d^ydx  —  d'-xdv, 
suivant  que  l'on  fera  usage  de  la  formule  (i)  ou  (2).  Alors  on 
pourra  dire  que  le  rayon  de  courbure  ou  la  courbure  est 
positif  ou  négatif  en  un  point,  suivant  que  l'arc  de  courbe 
en  ce  point  tournera  ou  ne  tournera  pas  son  centre  de  cour- 
bure vers  lesjK  positifs.  Il  y  a  évidemment  là  une  convention 
arbitraire,  mais  qid  pourra  avoir  son  utilité  dans  certains 
cas.  Nous  allons  maintenant  appliquer  les  formules  (i),  (2)  à 
quelques  exemples. 

Parabole.  —  L'équation  de  la  parabole  est 
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on  a  alors 

par  suite,  l'équation  (i)  donne 

La  normale  à  la  même  courbe  est  donnée  par  la  formule 


N  =  y  v/i  +  j"-^  --  —  ^/p-'-\-x\ 


Si  l'on  changeait  jK  en  j^  H-  —  ?  l'équation  (a)  deviendrait 


7  = 


ip 

l'expression  de  R  ne  changerait  pas,  mais  celle  de  N  devien 

drait ^— ^  j  et  l'on  aurait 

ip 

Ainsi,  dans  la  parabole,  le  rayon  de   courbure  est  double  de 
la  normale  comptée  du  point  de  contact  jusqu'à  la  directrice. 

Ellipse  et  hyperbole.  —  Les  équations 
x  =  acosç),        y  =  b  ûn^ 
représentent  une  ellipse,  et  les  équations 

X  =^  a >         JK  =  t^  


une  hyperbole.  Si,  en  prenant  cp  pour  variable  indépendante, 
on  applique  la  formule  (2),  on  trouve  pour  Tellipse 

3  3 

_  (a2sin2cp  +  è2cos2cp)2  _  («aginScp  4- ^,2cos2çp)2 

~     aè  (singes -H  COSTCO )  ab 
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et,  en  appelant  N  la  normale, 

h  1 

on  en  conclut,  par  réllmlnation  de  cp, 

ou,  en  appelant/?  le  demi-paramètre, 

On  a  une  formule  analogue  pour  l'hyperbole. 

Cycloïde.  - —  Considérons  encore  la  cycloïde  donnée  par 
les  équations  suivantes,  où  t  désigne  un  paramètre  variable 
et  a  une  constante, 

X  —  a{t  —  sin  ^), 

y  ^  a{i  —  cost). 
Si  on  lui  applique  la  formule  (2),  on  a 

R  =  ^ a=^  •?^as/i  —  cos  t. 

1  —  cost 

La  normale  à  la  cycloïde  est  donnée  par  la  formule 

, i       

N  =  a  y/'2  —  1  cost  =  1'^  a  Y  i  —  cos^; 

d'où  l'on  conclut 

R  =  7.N. 

Ainsi,  dans  la  cycloïde,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la 
normale. 


VIL  —  Propriétés  générales  concernant  la  courbure. 

Il  est  souvent  commode  de  prendre   l'arc  pour   variable 
indépendante,  quand  on  étudie  les  propriétés  d'une  courbe; 
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dans  ce  cas,  l'expression  de  la  courbure  prend  une  forme  élé- 
gante. Reprenons  la  formule  (2)  du  paragraphe  précédent 

3 


d'^y  dx  —  d^x  dr 
et  écrivons-la  ainsi 

I    _  (  d^y  dx  —  d'^x  dy  Y  ^ 

si  l'on  appelle  s  l'arc  de  courbe,  on  a 

(i)  ,  dx^' -^  dy^  =  ds^- ; 

donc 

,    .  1    __{d'^ydx  —  d-xdyy^ 

^^^  ïv^-"""        d^^ 

Or  on  a  identiquement 

(f/2  j  dx  —  d^x  dyY  ^  {d^  x'-  -.  ~  d'-y'^)  {dx'^  ~\-  dy'^  )  —  {dx  d'^x-^dy  d^yf  ; 
si  l'on  différentie  la  formule  (i)  par  rapport  à  s.  il  vient 

dx  d^x  -^  dy  d'^y  =  o . 
La  formule  précédente  devient  alors,  en  ayant  égard  à  (1), 

{d'^y  dx  —  d^xdyY  =  {d'-x^-h-  d-^y^)ds\ 
et  (2)  devient 

(3)  _l_/f^V+/^^'V- 

^^^  U2  -[ds-^J         [ds^J   ' 

les  coordonnées  a,  ^  du  centre  de  courbure  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 

(4)        .        -^-i<|'      9-r-^î- 

Il  est  souvent  avantageux  de  faire  entrer  dans  l'étude  des 

d^x     d'^y 
courbes  le  rayon  de  courbure  et  l'arc;  les  dérivées  -j^,  -^ 
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peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  R  :  il  suffit  pour  cela  de 
combiner  l'équation  (3)  avec 

__  d^x  dx        d'^y  dy 

ds^    ds    '     ds^    ds 


obtenue  en  différentiant 

ds) 
On  trouve  alors 


'-'ly 


d^x  _^    i    dy  d^-y  _         i    dv 

^^  ~ds^  ""  K'ds'         'dsi  '"~~\\~ds 

ou,  en  appelant  cp  l'angle  que  la  tangente  fait  avec  l'axe  des  x^ 

d^x       I     .  d^Y  I 

ds'-         K         ^  ds^  R 

Nous  allons  utiliser  ces  formules  pour  établir  deux  théo- 
rèmes importants  : 

Théorîlme  I.  —  La  distance  d^  un  point  dhine  courbe  à  la 
tangente  au  point  infiniment  voisin  est  égale,  aux  termes 
du  troisième  ordre  près,  au  carré  de  Varc  divisé  par  le 
double  du  rayon  de  courbure. 

En  effet,  la  tangente  en  i^x^y^  a  pour  équation 

la  distance/?  du  point  x  -}-  A^,  jk  -h  l^y  à  cette  tangente  est 
donnée  par  la  formule 

_        dx  ^y  —  dy  h.x  _    ,    dx  Ajk  —  Lxdy 
^  ~  ~     ^dx^^dy^     ~  ~  ds  ' 


or 


^y  ^dy  -h^d'-y  -+'\d^y^..., 
\x  —  dx  -\-  }^  d'^x  -r-  l  d^x  -{-. .  .^ 


OF  THE 
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et  il  vient,  en  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre, 
,    \ { dx (P"Y  —  cP Y dx^         .    1  d-ydx — d^-xdy    ,„ 

P-^'- -dT-^ =  -- df> -^^ 

OU  enfin 

ds'^ 

p  =   ---'  C.    Q.    F.    D. 

^  '2l\ 

Théorème  II.  —  La  différence  entre  un  arc  infiniment 
petit  et  sa  corde  est  du  troisième  ordre  ;  elle  a  pour  expres- 

En  effet,  soient  x,  y  les  coordonnées  d'une  extrémité  d'un 
arc  infiniment  petit  ds\  les  coordonnées  de  son  autre  extré- 
mité seront  x  +  S^x^y  +  A/  ou,  en  prenant  l'arc  pour  variable 
indépendante, 

X  -^  dx  ^-d'^x  -\-  ^d'^x  +  . .  .     et    y  ^  dy  -\-  \  d'^y  +  ]■  d^y  -i- . . .  ; 

la  corde  c  du  petit  arc  ds  sera  alors  donnée  par  la  formule 

c'^  =  {dx-+-\d^x-^\  d^xf  -^-{dy  -^\  d'^y  +  \  d^yY, 


ou 

1 


en  négligeant  les  termes  du  quatrième  ordre. 
En  effectuant  les  calculs  indiqués,  il  vient 

(   c2  =  dx'^  -+-  dy^  -^{dxd^x-^  dy  d^y) 

\  -+-^(^2^2-hf/V)-^-  \{dxd^x^dyd^y)\ 

or  on  a 

dx''-  +  r/72  =  ds'^ 

et,  en  dilférentiant,  l'arc  étant  variable  indépendante, 

(  7  )  dx  d'X  -\-  d,y  d'^y  =  o  ; 

en  dilférentiant  encore,  on  a 

d^x^  -t-  r/2j2  _j_  dx  d^x  +  dy  d^y  =  o 
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OU,  en  vertu  de  (3), 

(8)  —  {dx  cl^x  +  cty  d^y)  -=  d'-x^  -f-  d^y''  =  —  • 

L'équation  (6)  donne,  en  vertu  de  (-)  et  (8), 

0.  =  .&.  +  (  ;._;)*' 

ou 


Si  l'on  développe  le  radical  par  la  formule  du  binôme,  on  a 

C  =  ds{   l 7   T7T   h 

en  négligeant  les  termes  du  quatrième  ordre,  on  en  conclut 

I    ds^ 

formule  que  nous  voulions  établir. 


VIII.  —  Développées  des  courbes  planes. 

Reprenons  les  équations  qui  ont  servi  à  déterminer  le  centre 
de  courbure  d'une  courbe 

(i)  (^-a)2  +  (7— 3)'-  ^l^ 

(2)  (^__a)^a7  +  (7— ^)f/7  =  o, 

(3)  dx^--h  dy^'-^  (y—^^)d^y  =  0, 

et  qui  s'obtiennent  en  différentiant  deux  fois  la  formule  (i). 
ÏQterprétons  successivement  chacune  de  ces  équations. 

1°  L'équation  (i),  abstraction  faite  de  son  origine,  exprime 
que  R  est  la  distance  du  point  (a,  p)  au  point  (x,  y)  variable  de 
la  courbe;  l'équation  (2),  obtenue  en  différentiant  (i), 
exprime  que  le  point  {x,  y)  est  choisi  de  telle  sorte  que  dK 
soit  nul,  c'est-à-dire  de   telle  sorte  que  R  soit  minimum  ou 
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maximum;  mais  l'équation  (3)  exprime  que  d'^K=  o,  c'est- 
à-dire  que  le  point  (a,  P)  est  dans  une  situation  telle  qu'il 
n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

Or  (2)  est  l'équation  de  la  normale  en  ^,JK  quand  on  con- 
sidère a  et  [3  comme  coordonnées  courantes;  ainsi  la  plus 
courte  ou  la  pins  grande  distance  rectiligne  d'un  point  à  une 
courbe  se  compte,  en  général,  sur  la  normale  passant  par  ce 
point,  excepté  quand  le  point  donné  est  le  centre  de  courbure. 

2°  L'équation  (2)  représente,  comme  nous  l'avons  dit,  la 
normale  à  la  courbe  en  x^y.  Désignons,  pour  abréger,  par 
N  =:=  o  cette  équation;  l'équation  de  la  normale  voisine  sera 
N -t- <ijN  =  o,  et  le  point  de  rencontre  des  deux  normales 
infiniment  voisines  sera  donné  par  les  équations  simultanées 

N  =  o,         N  -^  clN  =.0         ou         N  -=  o,         t/N  =^  o. 

Or  (3)  est  précisément  dN  =  o  ;  les  équations  (2)  et  (3)  font 
donc  connaître  le  point  (a,  P)  d'intersection  de  deux  normales 
infiniment  voisines.  Ce  point  est  précisément  le  centre  de 
courbure. 

Ainsi  deux  normales  infiniment  voisines  se  coupent  au 
centre  de  courbure. 

3^  Le  lieu  des  intersections  successives  de  deux  normales 
voisines  est  l'enveloppe  de  ces  normales;  donc  V enveloppe 
des  normales  dhuie  courbe  est  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bure de  cette  courbe;  on  lui  a  donné  le  nom  de  développée 
de  la  courbe.  Si  la  courbe  A  est  la  développée  de  la  courbe  B, 
on  dit  que  B  est  la  développante  de  A. 

4»  Différentions  les  formules  (i),  (2),  en  observant  que 
a,  p,  R  sont  fonctions  de  x\  nous  aurons 

(iP  —  a)(^^  —  d'j.)  -r-  (7  —  p)(f/7  —  ^?)  =  Rc^R, 
<^dx  —  d'x)dx  -r-  (^7  —  d'^)dy  ~  (7  —  ^)d''y  =  o. 

En  vertu  de  (2)  et  (3)  ces  formules  se  simplifient  et  donnent 

(4)  (07— a)^a-h(7— (3)^.3  =  Rc?R, 

(  5  )  d%  dx  -v-  d^  dy  =  <d\ 
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la  seconde  de  ces  équations  montre  que  la  direction  <fa,  d^ 
de  la  tangente  à  la  développée  est  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion dx,  dy  de  la  tangente  à  la  courbe  proposée  ;  donc  la  nor- 
male à  la  courbe  proposée  touche  la  développée,  ce  que  l'on 
savait  déjà. 
Or (2)  donne 

et  (5)  donne 


J-? 


dy 


dy.  _        d'^^ 
dy  ~       dx' 


ionc 


X  —  a 


y-^  _{x-^)d^^(y-^)d^^  _^    /(^-a)2^(7-^ 


\/'- 


dx  d'^  dx'^-r-d'^-^  V  6/a2^^/î32 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (i)  et  (4),  si  l'on  désigne  par  do-  l'arc 
de  développée, 

-— —  =  ^-         ou         dK  —  d<7. 
dQ"-         d^ 

On  déduit  de  là 

R —  Ro  =  a  —  cTo, 

Ro  désignant  la  valeur  de  R  pour  (7=  o-q.  Cette  formule  montre 
que  la  portion  d'arc  de  développée  a-  —  a-„,  comprise  entre 
les  deux  rayons  de  courbure  R  e^  Rq,  Q^t  égale  à  leur 
différence. 

C'est  cette  propriété  qui  a  fait  donner  à  la  courbe  que  nous 
étudions  le  nom  de  développée.  Supposons  que  l'on  attache  un 
fil  en  un  point  de  la  développée  et  que  ce  fîl  soit  d'abord  en- 
roulé sur  un  arc  de  cette  développée;  si  l'on  déroule  le  fîl, 
il  restera  tangent  à  la  développée,  et  son  extrémité  libre  décrira 
la  dévelo])pante. 

Nous  allons  maintenant  faire  des  applications  des  théories 
précédentes  à  la  recherche  de  quelques  développées.  Deux 
moyens,  qui  rentrent  au  fond  l'un  dans  Tautre,  vont  s'offrir 
à  nous  : 

1°  En  considérant  la  développée  comme  l'enveloppe  des 
normales,  on  écrira  l'équation  de  la  normale  à  la  courbe  pro- 
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posée  en  fonction  d'un  seul  paramètre,  si  faire  se  peut,  et 
l'on  en  cherchera  l'enveloppe  par  le  procédé  connu. 
2'*  On  fera  usage  des  formules 

\  dx"^  -\-dy^-+-(y  —  '})d'^y  =  o, 

qui  lient  les  coordonnées  d'un  point  (œ,  y)  de  la  courbe  à  un 
point  (a,  [3)  de  ladévelopp-'e  ;  on  éliminera  ensuite  x^y,dx^dy 
d-y  entre  ces  équations  et  celles  de  la  courbe  différentiée  deux 
fois  :  la  résultante  en  a,  [3  sera  l'équation  de  la  développée. 

Remakque.  —  Si  l'on  se  donne  une  relation  entre  a  et  ^ 
et  si,  entre  cette  relation  cp  (a,  p)  =  o  et  (6),  on  élimine  a 
et  j3,  on  aura  une  relation  entre  x^  y.  dx^  dy^  d'^y  qui  sera 
l'équation  différentielle  de  la  développante  de  la  courbe 
cp(a,  p)  =  o. 

On  peut  aussi  trouver  la  développante  en  cherchant  le  lieu 
des  points  obtenus  en  portant  sur  chaque  tangente  une  lon- 
gueur égale  à  l'arc  compté  à  partir  d'un  point  fixe. 

Les  courbes  algébriques  ont  les  mêmes  foyers  que  leurs 
développées;  cela  tient  à  ce  qu'un  fover  d'une  courbe  est  un 
point  d'où  l'on  peut  mener  deux  tangentes  isotropes  à  la 
courbe. 

Or  deux  tangentes  isotropes  sont  aussi  deux  normales  iso- 
tropes ;  car  les  droites  isotropes  sont  perpendiculaires  sur  elles- 
mêmes,  leurs  coefficients  angulaires  étant  y/ —  i  et  —  y/ —  i. 
Les  normales  isotropes  d'une  courbe  sont  des  tangentes  iso- 
tropes de  la  développée,  et  par  suite  les  foyers  de  la  courbe 
sont  des  foyers  de  la  développée. 

Réciproquement,  les  foyers  de  la  développée  sont  des  foyers 
de  la  courbe;  car,  par  les  foyers  de  la  développée,  on  peut 
mener  deux  tangentes  isotropes  à  cette  développée,  qui  sont 
aussi  des  normales  isotropes  à  la  courbe  proposée  ou  des  tan- 
gentes isotropes  à  cette  courbe. 

Nous  reviendrons  sur  cette  question  des  foyers  des  courbes 
et  de  leurs  développées  pour  expliquer  un  paradoxe;  il  semble, 
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en  effet,  au  premier  abord,  que  le  nombre  des  foyers  d'une 
courbe  soit  une  fonction  bien  déterminée  de  son  degré  comme 
sa  classe,  et  que  par  suite  le  degré  d'une  courbe  soit  le  même 
que  celui  de  sa  développée.  Il  n'en  est  rien,  et  nous  allons 
bientôt  le  voir  sur  de  nombreux  exemples,  et,  je  le  répète, 
nous  expliquerons  plus  tard  pourquoi. 

IX.  —  Applications  des  théories  précédentes. 

Développée  de  V ellipse.  — •  Nous  prendrons  les  équations 
de  l'ellipse  sous  la  forme 

ir  =  acoscp,        jK  =  6sincp; 

l'équation  de  la  normale  sera 

(1)  hy  cos  cp  —  ax  sin  cp  -;-  c^  sin  cp  cos  0  =  0. 

Pour  trouver  la  développée  de  l'ellipse,  il  suffît  de  chercher 
l'enveloppe  de  cette  normale;  pour  cela,  nous  différentierons 
son  équation  par  rapport  à  cp,  ce  qui  donnera 

(2)  hy  sincp  -;-  ax  coscp  —  c2(cos2o  —  sin^cp)  —  o; 

puis,  enlre  cette  équation  et  (i),  nous  éliminerons  cp.  Pour 

faire  cette  élimination,  on  multiplie  (i)par  sincp,  (2)  par  coscp  ; 

on  retranche  et  l'on  a 

ax  z=.  —  c^  sin^cp. 

On  trouve  d'une  façon  analogue 

by  =:  c^cos^cp. 

Ajoutant  ces  équations,  après  les  avoir  élevées  à  la  puis- 
sance |,  on  a 

(ax)' -r- (by)^  —  c'^  : 

c'est  l'équation  de  la  développée  de  l'ellipse.   Ecrite    sous 
forme  rationnelle,  cette  équation  devient 

elle  est  donc  du  sixième  degré. 
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La  discussion  de  cette  courbe  est  facile;  elle  possède 
quatre  rebroussements  sur  les  axes. 

Si  l'on  construit  une  courbe  semblable  à  la  développée  de 
l'ellipse,  elle  aura  pour  équation 

et,  si  l'on  fait  converger  b  vers  a,  cette  équation  devient 

2  2^  2 

c'est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse 
entre  deux  droites  rectangulaires.  On  pourrait  appeler  cette 
courbe  la  développée  du  cercle; nous  la  rencontrerons  bientôt 
dans  une  autre  théorie. 

Développée  de  V hyperbole.  —  Si  l'on  représente  l'hyper- 
bole par  les  deux  équations 

X  =  a j 


7 


=  b 


1 

e?  — e-9 


un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  pour  l'ellipse  nous 
donne  l'équation  de  la  développée  de  l'hyperbole 

{axy  —  {byY=  c^. 

Cette  courbe  a  deux  rebroussements  sur  l'axe  des  x  et 
quatre  branches  infinies. 

La  développée  de  l'hyperbole  équilatère  est 

1         1         11 
x^  —  y'^  =  c^ 

OU 

(^2_j2_  c2)3_27c2ip2j2  =^  O. 

Développée  de  la  parabole.  —  On  pourrait  trouver  la  dé- 
veloppée de  la  parabole  en  cherchant  l'enveloppe  de  sa  nor- 
male, dont  on  prendrait  l'équation  en  fonction  du  coefficient 
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angulaire,  par  exemple.  Mais,  pour  varier  les  méthodes,  nous 
la  chercherons  en  observant  que  l'équation  d'une  normale  à 
la  parabole 


est 


(i)  y  ~  7nx — p77i—p  — 


Par  un  point  donné  [x^y)^  on  peut  donc  en  faire  passer  trois, 
dont  deux  peuvent  être  imaginaires  ou  confondues.  Or  le  lieu 
des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  normales  confondues 
est  évidemment  la  développée;  on  aura  donc,  en  général,  la 
développée  d'une  courbe  en  exprimant  que  l'équation  de  la 
normale  en  fonction  d'un  paramètre  variable  a  deux  racines 
égales.  La  condition  pour  que  (i)  ait  deux  racines  égales  est 

^  \  -"^  y- 

27^-0, 


P      J  ■   P^ 

OU,  par  un  changement  de  coordonnées  très  simple, 

cette  courbe  est  \di  parabole  semi- cubique. 

Développée  de  la  cycloïde.  —  Les  équations  de  la  cjcloïde 

sont 

X  ~  a{u  —  sin  u), 

y  ~  a{i  —  cos  w)  ; 

celle  de  la  normale  au  point  ai^u —  sinw),  a(i  —  cosw)  est 

(37  —  au  -h  a  sin  u){i  —  cosa)  -\-  (y  —  a  -^  a  cosu)  sin  w  —  o, 

ou 

x(i  —  cosu)  -t-j^  sin?*  =  au{i  —  cos  w), 

et,  en  différentiant, 

X  sin  u  -i-ycos  u  =  a{i  —  cos  u)  -h  au  sin  u. 
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Si  l'on  tire  de  ces  équations  ^  etjK  en  fonction  de  u^  on  a 

a?  =  a(  w  -^  sin  i^), 
y  —  —  a{\  —  cos  w); 

ce  sont  les  équations  de  la  développée. 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  X  =  aiz,  y  =  —  2a,  on  trouve 

X  —  —  (271  -h-  au  -!-  a  sin  u, 
y  —  a-\-  a  cosw, 

et,  en  faisant  w  =  tt  +  w',  on  a  finalement 

X  —  a{u' —  sin^^'), 
y  —  a{i  —-  cosic'); 

ce  sont  les  équations  d'une  cycloïde  égale  à  la  première.  Ainsi 
la  développée  de  la  cycloïde  est  une  autre  cycloïde  égale  et 
semblablement  placée  ;  mais  le  sommet  de  la  seconde  cycloïde 
coïncide  avec  l'un  des  points  de  rebroussement  de  la  pre- 
mière. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  cette  proposition 
par  la  Géométrie,  ce  qui  est  très  facile  en  observant  que  le 
rayon  de  courbure  est  double  de  la  normale. 

Développante  du  cercle.  —  La  recherche  des  dévelop- 
pantes est  du  ressort  du  Calcul  intégral  ;  mais  la  développante 
du  cercle  est  une  courbe  remarquable,  qu'il  est  bon  de  con- 
naître :  aussi  en  chercherons-nous  l'équation. 

Pour  trouver  l'équation  de  la  développante  du  cercle,  il 
suffit  de  chercher  le  lieu  des  points  obtenus  en  portant  sur 
les  tangentes  au  cercle  des  longueurs  égales  à  l'arc  corres- 
pondant compté  à  partir  d'un  point  fixe.  Nous  ferons  passer 
l'axe  des  x  par  ce  point  fixe  et  l'origine  des  coordonnées  sera 
au  centre  du  cercle.  En  appelant  Rie  rayon,  oiR  l'arc  compté 
à  partir  du  point  fixe,  les  coordonnées  du  point  correspon- 
dant de  la  développante  seront  données  par  les  formules 

^  =  R  cosw  H- wR  sinw,         ;^'=Rsinw  —  coRcosto. 
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La  forme  de  la  courbe  est  celle  de  deux  spirales  se  rencon- 
trant sur  le  cercle  en  formant  un  rebroussement. 

La  podaire  de  la  développante  du  cercle,  par  rapport  au 
centre,  a  son  rayon  vecteur  égal  à  l'arc  Rw;  c'est  donc  une 
spirale  d'Archimède. 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (i),  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  on  a 

^2  ^  j2  ^  R2  _^  t02  R2  ; 

d'où  l'on  conclut,  en  posant  x-  -\- y-  =  r-, 

Il  en  résulte  l'équation  suivante,  en  coordonnées  polaires  : 


v/'^2  — 112  .    v/r2  — R2 

r  cos6  =3  R  cos-!^ '-  \J r^  —  R^  sm 

R  n. 


X.  —  Rayon  de  courbure  en  coordonnées  obliques. 

Si,  dans  la  formule 

(P-y  dx  —  6?^  X  dy 


qui  donne  l'expression  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées 
rectangulaires,  on  pose 

(•2)  â?  =  a7'-r- j'cosO,        jK~JK'sin6, 

x^  etjK'  seront  les  coordonnées  du  point  (^,  y)  dans  un  système 
de  coordonnées  obliques,  dans  lequel  le  nouvel  axe  des  x 
coïncidera  avec  l'ancien,  et  dans  lequel  le  nouvel  axe  des  jk 
fera  l'angle  8  avec  l'axe  des  x.  Des  formules  (2)  on  tire 

dx  =  dx'   -i-<^'cosO,  dy  ■=  dy' "sm^ , 

d'^x  =  d^x' ■+-d'^y'Q,o?,^,         d'^y  =  d^y' sm^\ 

si  l'on  fait  d'-x'^=o  et  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  (i), 
on  a 


_  {dx"^  -\-  dy'^  -^  idx' dy  cos^Y 
d'^y'  dx'  sin^ 

Traité  d'Analyse,  IL 
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OU,  en  supprimant  les  accents, 

1  3 

(>/a?2-f-  dy'^-^  idx  dy  cos^Y  _  (i  -4- j'-'-f-  2j'cosO)2 


(3)    R 


jK^sin  0 


d'^y  dx  sin  6 

Nous  ferons  une  application  de  cette  formule  à  l'ellipse 
rapportée  à  deux  diamètres  conjugués.  Son  équation  est 

(4)  a272_;_^,2^2^  ^2^2. 

Cherchons  le  rayon  de  courbure  à  l'extrémité  du  diamètre  h  ; 
il  faudra  faire  ^  —  o,  j=:  6,y  =  o  :  on  a,  en  différentiant  (4), 

oT-yf-^a^^y"^ 
en  faisant  x-=o^  y  —  b,  y'  =^o 

a-by"  —  —  b-  oi 

La  formule  (3)  donne  alors 
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7  =  — 


R 


6  sin  6 


formule  très  simple  et  facile  à  construire.  Pour  les  sommets, 
elle  conduit  à  la  construction  suivante,  parfois  utile  :  soient 
{fig.  23)  STUV  le   rectangle   circonscrit;  A,  A',   B,  B'  les 


Fig.  23. 

B 


^l^^ 


sommets  de  l'ellipse.  Joindre  A'B  et  du  point  S  mener  une 
perpendiculaire  à  A^B,  la  prolonger  jusqu'à  l'axe  BB';  O  est  le 
centre  de  courbure  pour  le  sommet  B. 

La  parabole,  pour  laquelle  on  a  jk — 


X^  ,  X  „  \ 
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donne  au  point  où  elle  rencontre  son  diamètre  qui  passe  par 
l'origine,  j^  =  o,  ji^'=  o  et 

sinb 
•ce  qui  conduit  à  une  construction  très  simple. 


XI.  —  Rayon  de  courbure  en  coordonnées  homogènes. 

L'équation  générale    des   cercles   tangents  à   une   courbe 
donnée  de  degré  m 

au  point  {x.  y,  z),  est 

{2)      (X  -  xY  -  (  Y  -  j)2  -;-  (Z  -  ^)2  =  X  (  X/i  ^  Y/2  +  Z/3), 

/i  7  f-2i  /a  désignant,  comme  plus  haut,  les  dérivées  de  /, 
et  \  un  coefficient  indéterminé.  En  effet,  l'équation  (2)  est 
celle  d'un  cercle,  car  Z  — ^  =  o,  puisque  Tj=iz^  i .  En  outre, 
ce  cercle  passe  par  les  intersections  de  la  tangente 

X/i-...  =  o 

avec  le  cercle  de  rajon  nul  (X  —  x)-  -|-  (Y  — y)-  =  o  ;  ainsi 
le  cercle  en  question  a  deux  points  en  x,  y^  z,  confondus 
avec  la  tangente  à  la  courbe. 

Exprimons  qu'il  est  à  une  distance  du  troisième  ordre  de 
la  courbe;  la  puissance  du  point  x~i-Ax,  y-[-Ly^  ^ -f- A3 
devra  être  du  troisième  ordre,  ou,  si  l'on  veut,  la  formule  (2) 
sera  vérifiée,  aux  termes  du  troisième  ordre  près,  en  rempla- 
çant X  par  ^  4-  A^H-  .  .  .  ou  par  x  -\-  dx  -\-r,d-x  -{-.,.  \  on 
aura,  en  n'écrivant  pas  les  termes  nuls  2/^  dx^ 

d'où 


ii6 

ou  simplement 

(3) 
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~  J\d^x-~f^d^y 


en  observant  que  dz^=  o.  Or  on  a 

f^dx-\~f.idy  =  o, 
/i  1  dx'^  +  2/1  %dx dy  -^  f-i^dy'^  -^  fi  d'^ x  -f-  f^_  d-y  —  o 
tirant  de  là/4  d?x  ^  f^id-y^  la  formule  (3)  donne 


OU,  observant  que  ;v-  =  —  4^ 


/i  1  dx""'  H-  2/12  f/^  dy  +/22  û?/2 
4r_       /i 


(4) 


X 


'(/?+/!) 


Le  dénominateur  peut  s^écrire 


/» 

/l2      /l 

/2. 

/22      /. 

/. 

ft      0 

OU,  en  faisant  usage  des  relations  qui  existent  entre  /et  ses 
dérivées  (voir  p.. 94), 

/il      /12      /l3 
/2I      /22      f'23 

/31    /32    /as 


(m -1)2 


Appelons  H  cette  expression,  et  nous  aurons,  au  lieu  de  (4), 
1  = 


-^ifl^fl). 


H 

l'équation  (2)  devient  alors 

(5)  2(^-^)'+^^r^^I]^-^'  =  "- 
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Les  coordonnées  du  centre  sont  données  par  les  formules 

X/  1       /  *>  /• 
—  ^  -t-  ' — jp-^  /i  =  o, 

^2 


et  l'on  a 


Y  1/  -4-    /l  "+"/2     /•    _ 

ï  —7  ^ jj —  Ji  — 


X-- ^  ^  IizZ  ^  _  /L±/l 

/i  /2  H 


Si  l'on  se  rappelle  que -'^        ,  — -^^        sont  les  cosinus  des 

\/A+fl  \/A+fl 

angles  que  la  normale  fait  avec  les  axes,    on    en    conclura 
celte  valeur  du  rayon  de  courbure 


H 

On  voit  qu'il  est  infini  pour  H  r=  o,  c'est-à-dire  en  un  point 
d'inflexion,  ce  qui  était  évident  a  priori;  en  sorte  que  cette 
remarque  pourrait  constituer  une  seconde  manière  de  trouver 
les  points  d'inflexion. 

Si  l'on  fait/J  -^  f^z=  A-,  on  pourra  écrire  ainsi  l'équation 
du  cercle  osculateur  : 

On  serait  arrivé  à  ce  résultat  en  appliquant  aux  formules 
données  plus  haut  les  règles  de  la  différentiation  des  fonctions 
implicites. 


XII.  —  Rayon  de  courbure  en  coordonnées  polaires. 

Pour  trouver  l'expression  du  rayon  de  courbure  R  d'une 
courbe  en  coordonnées  polaires,  on  peut  partir  de  la  formule 

(I)  ■  ^^^      {dx^-^dy^f^ 

d'^y  dx  —  d^xdy 
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qui  donne  le  rayon  de  courbure  en  coordonnées  rectangu- 
laires, et  effectuer  le  changement  de  variables  donné  par  les 
formules  de  transformation  de  coordonnées,  qui  servent  à 
passer  des  coordonnées  rectilignes  œ^  y  aux  coordonnées 
polaires  /',  9,  à  savoir 

(2)  37  =  7^0050,        j>'=:/-sin6. 

Pour  effectuer  les  calculs  d'une  façon  élégante,  on  peut  mul- 
tiplier la  seconde  formule  (2)  par  zh^,^ —  i  et  l'ajouter  à  la 
première;  on  a  ainsi  les  formules  équivalentes 

X  -\-y  y/ —  I  =  re^^'i,         x  —y  /— - 1  =  /-e-Qv'-i 

et,  en  différentiant, 

(  dx -\- dy  ^^^  =  e^^^^   (dr  ^  ^^^^ird^), 

(3)  \  .  

(  dx  ~dysl~\r=,  e-0^/=l  (^^ dr  —  /—  i  r^6  ). 

Si  l'on  multiplie  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouve 

( 4  )  ^^2  _|_  dy-^  =  dr-^  +  r2  ^62 . 

En  différentiant  les  équations  (3)  et  en  prenant  6/-9  =  o, 
on  a 


(5) 


d'^x  -H  6/27  /—  [  =  eO^-i    [d^r  ^  2  /—  i  drd^  —  rd%^), 
d'^x  —  d'-y  y/^^  =  e-^ "^'-^  {d^r  —  i  /^^  drd^  —  r  d^^  ). 

Si  l'on  multiplie  la  première  équation  (5)  par  la  seconde 
équation  (3),  et  la  seconde  équation  (5)  par  la  première  équa- 
tion (3),  si  l'on  retranche  ensuite  les  résultats  après  avoir 
divisé  par  2  y —  i,  il  vient 

d^ydx  —  d^xdy^  —  (  rd'-  rd^  —  o^df'-  dO  —  r^  d%^  ), 

et  par  suite  la  formule  (1)  devient,  en  changeant  le  signe  du 
second  membre,  ce  qui  n'a  pas  d'inconvénient,  puisque  ce 
second  membre  comporte  le  signe  riz, 

K 


rd^rd^  —  idr'^d^  —  r^d^^ 
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Les  points  d'inflexion  s'obtiennent  en  supposant  R  =  oo  ;  ils 
sont  donc  donnés  en  coordonnées  polaires  par  la  formule 

rd^rd^  —  idr^-d^  —  ^2^03  ^  o. 
Applications.  —  La  spirale  logarithrnique  a  pour  équation 

k  désignant  une  constante;  on  en  conclut  l'expression   sui- 
vante du  rayon  de  courbure 


'  i-k'^ 


>aO- 


le  rayon  de  courbure  est  donc  proportionnel  à  e^^^  c'est-à-dire 
au  rayon  vecleur  r. 

Soient  {Jig.  ^4)  M  un  point  de  la  spirale,  O  l'origine,  C 


Fie.  2l 


le  centre  de  courbure;  le  triangle  MOC  reste  semblable  à  lui- 
même  quand  le  point  M  se  déplace,  car  la  normale  MC  à  la 
spirale  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur  et  MG  reste 
proportionnelle  à  OM.  L'angle  OCM  reste  constant,  et  le 
rayon  vecteur  OC  de  la  développée  fait  un  angle  constant 
avec  la  tangente  à  cette  courbe,  qui  par  suite  est  aussi  une 
spirale  logarithmique. 

La  spirale  d'Arcliimède  a  pour  équation 

r=-/cO; 

son  rayon  de  courbure  sera  donné  par  l'équation 

R  -  iA!jrii^i 

~    —  2^:2-1-^202  * 
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Cette  formule  peut  s'écrire,  en  appelant  N  la  normale, 

m 

Remarque.  —  On  peut  trouver  directement  le  rayon  de 
courbure  en  coordonnées  polaires,  en  observant  que  l'angle 
de  contingence  de  est  égal  à  <iG  +  dY,  V  désignant  l'angle 
que  la  tangente  fait  avec  le  rayon  vecteur.  Ainsi 


et,  comme  tangV 


R  ds 

rd^ 
-dr^' 


I         d^         d  rd^ 

î>  =  -j'  -^  -7- arc  tang— ^ 
B.        ds        ds  dr 


formule  identique  à  (2)  quand  on  effectue  les  calculs. 

XIII.  —  Rayon  de  courbure  en  coordonnées  bipolaires. 

Soient  (/^.  2  5)  MM' un  arc  de  courbe  ;  MF  et  MF'  les  rayons 
vecteurs  de  M  issus  des  foyers  fixes  F  et  F',  M'F  et  M'F'  les 

Fig.  25. 


rayons  vecteurs  du  point  voisin.  Soient,  de  plus,  MF —  u^ 
MF'=  lé,  W^V=ds,  FMO  =  a  l'angle  que  la  normale  fait 
avec  MF,  F'MO  =  a'  l'angle  que  la  normale  fait  avec  MF'. 


uiNiVERSITY 
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On  a,  en  comparant  la  somme  des  angles  des  triangles  IMF, 

lOM', 

0  =  F  — ^a,         0  =  F'^^a' 

ou,  en  observant  que  l'arc  MP  décrit  de  F  comme  centre  a 
pour  valeurs  Fu  et  c/^cosa, 

„        dscoscc         ,  „        ds  cos  ol'         ,  , 

O  = aa,  O  =: h  da.  . 

u  u 

Soit  R  le  rayon  de  courbure;  on  tire  de  là 


I 
R  " 

cosa 
u 

ds' 

I         cosa' 
R           u' 

dy! 
--^ds 

donc 

(0 

/  I         cosa'^ 

]■(' 

cosa'\ 

di 

lïï           u    , 

)-Ik 

"    w     -' 

dy." 

c'est  de  cette  formule  que  l'on  déduira  la  construction  du 
rayon  de  courbure. 

Ellipse.  —  Dans  l'ellipse  a  =  a',  on  a  donc 

1         cosa         I         cosa 
R  u  K  u' 


ou 

1 


^  =  cosa 


{--')■■ 

\u        u  I 
on  peut  encore  écrire 


2        cosa  . 
R         uu 


ou,  en  appelant  2a  le  plus  grand  axe, 


I         «cosa 
R  uu' 


On  peut  encore  transformer  cette  expression,  quoiqu'elle 
donne  une  construction  fort  simple  :  on  a,  en  appelant  ic 
la  distance  focale  et  2^  le  petit  axe, 

4c2  —   ^2  H-  w'2  —  lUU  C0?,1'X, 

4c2  =  (w  -h  u'y  —  4  ww'cos^a, 


J  22 
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d'où 

cos^a 
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uu' 

uu'  = 

/?2 

cos'^a 

donc 

R  = 

b^ 

a  cos^a 

Ovales  de  Descartes.  —  Les  ovales  de  Descartes  ont  pour 

équation 

u  -r-  au'  =  b; 

on  a,  comme  l'on  sait  (p.  3o), 

sina  du 

sin  a'  du'  ' 

d'où 

sina  —  a  sina', 

cosac/a  =  a  cosa'<:/a'. 


Jja  formule  (i)  devient  alors 

/  I         cosa\  ^  /  I         cosa' 

d'où  l'on  tire 


cosa 
a 

cosa 


I     .  ,         sina  cos^a        sinacos^a 

—  sin  (  a  -i-  a  )  = 1 , 

Ru  u 


On  en  déduit  la  construction  de  R. 


XIV.  —  Rayons  de  courbure  en  coordonnées  multipolaires. 

Soient  Pi,  P2,   .  .  .  ^  Pu  les  distances  d'un  point  M  à  des 
centres  fixes  Pi,  P2,  .  .  - ,  P/^  ;  une  équation  non  identique 

(')  /(PUP2,    ...,Pn)-=0 

eutre  pi,  po,  -  •  '  ^  Pn  représentera  une  courbe,  dont  le  rayon 
de  courbure  peut  se   construire  géométriquement,   comme 
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nous  allons  le  voir.  Soit  ds  l'élément  d'arc  de  la  courbe  (i)  ; 
différentiant  (i),  on  a 

Â^ôpiùpj    ds     ds     '  ^dpi    ds- 

Or,  en  appelant  x^  y  les  coordonnées  rectangulaires  du 
point  M  et  a/,  bi  celles  du  point  P^,  on  a 

P]  ----  (^  —  aiY  -'r-  (j  —  bi)^ 

et,  en  différentiant  deux  fois, 

(3)  ^.•f-c-—)^!-^--^')!' 

Si  l'on  divise  l'équation  (3)  par/)/,  elle  exprime  que  -^  est 

le  cosinus  de  l'angle  a/  que  l'élément  ds  fait  avec  le  rayon  y;/^ 
si  Ton  divise  (4)  par/>j,  on  aura  alors 

_^___H-cos^=c,=  -  +  -cos(p,/,,); 

p  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (i),  cette  for- 
mule peut  encore  s'écrire 

d-pi         I     .      ■  sina/ 

ds^        Pi  p 

et  (2)  devient 

>  -^ — \ —  cos y.i cos  a;  -r-  >   V^ —  o, 

d'où  l'on  tire 

V^     d^  f  V^   df  sin^ 

>  - — - — •  cos  a,- cos  a  ; -^  >  -^ 

I        ^ôpiOpj  J 


-^  àpi      Pi 


P  V^  ^^/ 


y   -f-  sina/ 
^à  ôpi 

Si  l'on  applique  cette  formule  à  l'ellipse  qui  a  pour  équation 

pi-{-  p^—  2a, 


124 

CHAPITRE    II. 

on  trouve 

sin^aj         sin2a2 

I  _    fT  ~^    pV 

p           sin  ai -usinas 

1)11  bien 


mais  CL{ 


ou 


_   /^i/'^  (^sinai -I- sin  a.2) 
Pi  sin"^  aj  -T-  Pi  sin^  a.^ 

—  ao  :  on  peut  donc  écrire 

(/>2-^-/>lJsinal 

1  1  I 

psinai  ~/>i        Pi' 

p  sinai  est  donc  moyenne  harmonique  entre  les  rayons  vec- 
teurs/?i  et/>2-  La  même  méthode  s'applique  à  la  lemniscate 
en  écrivant  son  équation 

Jog/>iH-  log/?2  =  const., 

aux  ovales  de  Descartes,  etc. 


XV.  —  Rayon  de  courbure  des  podaires. 

Soient  (  fig.  26)  MM'  une  courbe,  QQ'  sa  podaire  relative  au 

Fis.  26. 


pôle  P  -,  soient  PM  ==  p,  R  le  rayon  de  courbure  de  MM',  ds  son 
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ds 
élément  d'arc,  chr=  —  son  angle  de  contingence,  O  et  O'  les 

milieux  de  PM  et  de  VW . 

QO  et  Q^C  sont  les  normales  à  la  podaire,  et  son  rayon  de 
courbure  Ri  sera  donné  par  la  formule 

on  a  de  plus 

(2)  .  QQ'=:2rf.ip==p^S, 

or  Q'0'z=PO';  Q'O  diffère  de  OQ  ou  PO  d'un  terme  du 
deuxième  ordre  ;  donc  les  triangles  Q'  00'  et  POO'  sont  égaux, 
eu  sorte  que  l'angle  O'Q'O  =  OVO'=di^,  On  a,  d'ailleurs, 

(3)  G  =  QOQ'-OQ'0'=2^£-^co; 

(i),  (2),  (3)  donnent  alors 

idz  —  d<M 
ou 

I  2         dtù        1        r/coR 


Ri        p        Çjdz        p         Ç)ds 
En  appelant  [x  l'angle  que  ds  fait  avec  le  rayon  vecteur,  on  a 


pdtji  ds  /dp 


V-. 


P  diù  dto 

sin  (x  =     , L         ==  =  p  -—» 

s/dp^-  ^  p2  ^C02  ds 

La  formule  précédente  donne  alors 


T        2        R    . 

Hi        p        p^ 


ou 


^-    '         '  -         G=       P- 


P        Ri        G  Rsina 
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donc  p  est  moyenne  harmonique  entre  R,  et  y^- On  a,  si 


l'on  veut, 

Ri- 


20  —  R  sin  IX 


d'où  résulte  une  construction  simple  du  rayon  de  courbure 
de  la  podaire.  Cela  posé,  on  construira  facilement  le  ravon 
de  courbure  de  la  strophoïde,  de  la  lemniscate  de  Ber- 
noulli,  de  la  cissoïde,  si  Ton  observe  que  ces  courbes  sont 
les  podaires  respectives  de  la  parabole  par  rapport  au  pied  de 
sa  directrice,  de  l'hyperbole  équilatère  par  rapport  à  son 
centre,  de  la  parabole  par  rapport  à  son  sommet. 

La  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une 
courbe  a  pour  cercle  osculateur  le  cercle  dans  lequel  se 
transforme  le  cercle  osculateur  de  la  courbe  proposée.  Cette 
proposition  résulte  de  ce  que  le  cercle  osculateur  est  celui 
qui  passe  par  trois  points  infiniment  voisins.  Si  l'on  se  rap- 
pelle que  la  courbe  polaire  réciproque  d'une  courbe  donnée 
par  rapport  à  un  cercle  est  la  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  la  podaire  de  cette  courbe,  il  en  résultera  gé- 
néralement une  construction  simple  du  rayon  de  courbure  de 
la  podaire  d'une  courbe,  quand  on  connaîtra  celui  de  sa  po- 
laire réciproque. 


XVI.  —  Quelques  observations  sur  la  théorie  du  contact. 

Considérons  l'équation  d'une  courbe  mise  sous  la  forme 

y  —  a  ~-  bx  -^  ca:~  ~r-  dx'^  -i- . . .  ; 

la  droite  jr  =  a-\-hx  est  tangente  à  cette  courbe;  en  effet,  la 
différence  des  ordonnées  de  la  droite  et  de  la  courbe  est 
^-(c  +  dx  4-. .  .);  au  point  commun  ^  =  o,  jk  =  <^,  cette 
différence  est  donc  du  second  ordre  :  donc,  etc. 

La  parabole  y  ■=.  a  -\-  hx  -f-  ex-  aura  avec  la  courbe,  au 
point  ^  =  o,  jK  =  <2,  un  contact  du  second  ordre  ;  car  la  diffé- 
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rence  des  ordonnées  des  deux  courbes  est  x'^(yd-\- .  .  .),  c'est- 
à-dire  du  troisième  ordre.  Lorsque  c  sera  nul,  la  parabole 
osculatrice  se  réduira  à  une  droite,  et  le  point  x  =  o,  y  =  a 
sera  un  point  d'inflexion. 

La  parabole  JK  =  a-f-6^-+-c^-  +  dx"^  aura  avec  la  courbe 
un  contact  du  troisième  ordre,  etc. 

Considérons  maintenant  l'équation  d'une  courbe  sous  la 
forme /(:r,  y)  =  o.  Si  nous  donnons  à  ^  et  à  jk  des  accrois- 
sements Ç,  7)  et  si  nous  considérons  ?  et  7]  comme  des  coor- 
données courantes,  l'équation  de  la  courbe  prendra  la  forme 
suivante,  où /n,/i  2^/227  •  •  •  désignent  les  dérivées  de/(.r,jv'): 

L'équation 

(2)  \f^^T,f^-=r.Q 

est  l'équation  d'une  tangente.  En  effet,  les  premiers  membres 
de  (i)  et  (2)  ont  mêmes  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

pour  ?  =  o,  r,  =  o,  donc  mêmes  -^^'  La  courbe 

a  avec  (i)  un  contact  du  second  ordre,  car  elles  ont  pour  ^  =  0, 
'r\  ■=  o,  mêmes  dérivées  partielles  premières  et  secondes,  et 

par  suite  mêmes  -7^7  mêmes  -7177?  etc. 
'  dl  rt^2 

Plus  généralement,  considérons  la  courbe 

(3>        A/-:-  ^af,  --  rjo)  ---  G(Ï2/,,  -I-  ^r,^/i2  -+-  T,V22)  =  0; 

elle  aura  avec  la  courbe  (i)  un  contact  du  second  ordre,  car 
les  dérivées  premières  des  premiers  membres  de  ces  équations 
seront  proportionnelles,   ainsi  que  leurs  dérivées    secondes 

pour  ^  =  o,  7i  r=  o  ;  les  -1^  et  -^  seront  alors  les  mêmes,  et  il 
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est  clair  que  cet  énoncé  est  susceptible  de  généralisation. 
Ceci  posé,  rendons  (i)  homogène;  nous  aurons,  en  appe- 
lant m  le  degré  de/,  et  en  supposante  =  o,  j  =  o, 

en  n'écrivant  pas  les  termes  nuls  et  en  écrivant  Ç  au  lieu  de  z, 
on  a 

nous  aurons  de  même,  en  n'écrivant  pas  les  termes  nuls  et  en 
vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 


Ih  +  ^/2  =    —'—   (^^/l3  +  TlÇ/23). 


Prenant  alors  G^=:/n(/?2  —  i),  B  =  2(/7Z  —  i),  A  =  i,  la  for- 
mule (3)  deviendra 

\^f\\^  -h^M  -^  "Qhz  -+- 2/23 T,Ç  -f- 2/31  r^  -^  2/12^-^  =  o ; 

cette  équation  est  celle  d'une  conique  osculatrice.  Quand  le 
point  xy  est  un  point  d'inflexion,  trois  des  points  de  contact 
sont  en  ligne  droite;  la  conique  en  question  doit  donc  se  ré- 
duire à  deux  droites,  et  l'on  a 

/il   /12   /l3  1 

/2I   /22   /23    ~   O. 

/3I   /32   /33  I 

Nous  retrouverons  cette  conique  osculatrice  plus  loin  sous  le 
nom  de  polaire  conique. 


XVII.  —  Théorie  des  roulettes.   • 

Je  rappelle  que  l'on  dit  qu'une  courbe  roule  sans  glisser 
sur  une  autre,  quand,  ces  courbes  étant  sans  cesse  en  contact. 


i 
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les  distances  de  deux  points  de  contact  successifs  comptées 
sur  la  courbe  fixe  et  sur  la  courbe  mobile  sont  égales. 

Quand  une  courbe  roule  sans  glisser  sur  une  autre  courbe 
fixe,  un  point  quelconque  du  plan  de  la  courbe  mobile  décrit 
une  courbe  appelée  roulette.  La  courbe  fixe  est  la  hase,  la 
courbe  mobile  est  la  courbe  roulante. 

Rapportons  le  système  à  deux  axes  fixes  O^,  Oy  et  aussi 
à  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  w^,  wyi,  liés  à  la  courbe 
roulante.  Soient  <2,  h  les  coordonnées  du  point  co  par  rapport 
à  Ox  et  Oy . 

Soient  X,  Y  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  des 
deux  courbes,  ^,  Tj  les  coordonnées  du  point  P  qui  engendre 
la  roulette  par  rapport  aux  axes  O^,  Oti,  et  :r,  jk  ses  coor- 
données par  rapport  aux  axes  fixes;  soient  enfin  u.,  v  les  dis- 
tances du  point  P  à  la  tangente  et  à  la  normale  commune  à 
la  base  et  à  la  courbe  roulante  en  M. 

Prenons  pour  variable  indépendante  l'arc  s  décrit,  soit  sur 
la  base,  soit  sur  la  courbe  roulante  par  le  point  M,  et  soient 

X  =  cp(^),  Y  =  i{;(5) 

les  équations  de  la  base  par  rapport  aux  axes  fixes; 

Xi=cpi(.),  \,=  ^,{s) 

les  équations  de  la  courbe  roulante  par  rapport  aux  axes  (oÇ, 
W7].  Calculons  les  coordonnées  x^  y  en  fonction  de  ?  et  t]  ;  à 
cet  effet,  servons-nous  des  coordonnées  auxiliaires  z/,  v\  nous 
aurons 

^  =  X  -h  a  cos(w,  x)-\-  V  cos(^,  a?), 

JK  =  Y -h  M  cos (  M,  jK ) -i- ^  COS ( (^,  JK ). 

Si  l'on  désigne  par  un  accent  les  dérivées  relatives  à  5,  on 
pourra  écrire 

j  ;r  ^X  +  mX'— pY', 
i  y  =  Y  +  îiY'  +  (^X'; 


(I) 

or  on  a 


t)  =  Yi+  u\\-^-  t;X'i, 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IL 
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d'où  l'on  tire 

(2)  (  u=    (^-xox;-f-(Yi-YOY;, 

les  équations  (i)  deviennent  alors 

^  =  x  +  (^-xo(X'x;  +  Y'Y;)  +  (7)-Yi)(Y;x'-x;r), 


x'f- 

y 

'^"  = 

R 

) 

yy'+ 

x' 

x"  = 

o; 

^"  = 

=  — 

y 

^^^  '7-Y-l-(^-X0(X;Y'-Y;X')-^(rl-Y0(Y;Y'+X;X'); 

ce  sont  les  équations  de  la  roulette. 

Avant  d'aller  plus  loin,  observons  que,  R  désignant  le  rayon 
de  courbure  d'une  courbe  en  M,  on  a,  en  prenant  l'arc  pour 
variable  et  appelant  x^  y  les  coordonnées  du  point  M, 


d'où 

(«)  y 


Cela  posé,  appelons  ^  et  ^r-  les  courbures  de  la  base  et  de 
la  courbe  roulante;  en  différentiant  (2),  on  aura 

^'=-(e-X0[^-;+(ri-Y0||-X?-Y;2 

ou  bien 

i,             V 
U     =  T^ I, 

Ri 

Si  l'on  différentie  alors  les  formules  (i),  on  a,  en  vertu  de  (a), 

x'  =  X'—  l  (wY'4-  (;X')+  u'X'—  v'Y', 
R 

/=  Y' H-  ~{uX'-vY')-^u'Y'-^ç'X'; 
R 
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en  vertu  de  (i)  et  (4),  ces  formules  donnent 

r  — Y 


X 


X'-j^(7-Y)-X'-      ^ 


OU  bien 


/=Y'+i(^'-X)-Y'+^^ 


on  tire  de  là 

ee  qui  prouve  que  : 

La  normale  à  la  roulette  passe  par  le  point  de  contact 
de  la  roulante  et  de  la  hase. 

En  ajoutant  les  formules  (5),  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  on  a 

n  désignant  la  droite  PM  qui  joint  le  point  M  de  la  roulette 
au  point  de  contact  de  la  roulante  et  de  la  base.  On  en  con- 
clut, en  appelant  cr  l'arc  de  roulette, 

(6)  d.={y^^^yds; 

en  différentiant  (5),  on  a 

~^"=G'(j-Y)-G(/-Y'), 
y'=G'(^-X)-t-G(^'-X'), 

G  désignant,  pour  abréger,  1  +  i-.  Multiplions  la  première 
par  y,  la  seconde  par  x\  et  ajoutons;  nous  aurons 

-j':r"+:r'/=G'[(7-Y)/  +  (:p-X)^'] 

+  G[/(/-Y')+^'(^'-X')] 


l32  CHAPITRE    II. 

OU,  en  vertu  de  (5), 

■    ^y-/^"=G2[(^'-x')(r-Y)-(y-Y')(^-x)j 

ou,  en  éliminant  encore  x' ^  y'  au  moyen  de  (5), 

x'y"—yx"  =  G2  [  Y'  (^  —  X)  —  X'  (7  —  Y  )  —  G  /i2  J, 
c'est-à-dire 

^y  — /^"=  G2(7ZCOSCp  —  G7l2), 

(p  désignant  l'angle  que  fait  la  droite  n  avec  la  normale  com^ 
mune  à  la  base  et  à  la  roulante;  il  en  résulte 

x'y"  —  y x"        I    ncoscp  —  Gn- 
d-j'^  G  n^ds'^ 

OU,  en  appelant  p  le  rayon  de  courbure  delà  roidette. 


n^i) 


«î 


'°"f~R-n; 


Si  l'on  suppose  Ri  =  00  et  si  le  point  décrivant  est  sur  une 
droite  mobile  roulante, 


R  C0SC2  —  n 


mais  dans  ce  cas  (^  =  -  ,  et  l'on  a  p  =  /i,  ce  qui  est  une  pro- 
priété connue  de  la  développante  de  la  base. 


XVIII.  —  Digression  sur  un  théorème  de  Cinématique. 

Théorisme  I.  —  Quand  une  figure  plane  se  déplace 
infiniment  peu  d'une  manière  quelconque  dans  son  plan, 
il  existe  un  point  dont  le  déplacement  est  un  infiniment 
petit  du  second  ordre. 

Pour  le  démontrer,  rapportons  la  figure  mobile  :  1°  à  deux 
axes  fixes  O^  et  Oy  situés  dans  son  plan  ;  2°  à  deux  axes  wç, 
a)7|  mobiles,  mais  invariablement  liés  à  cette  figure  mobile. 
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Les  formules  de  transformation  des  coordonnées  donneront 

i  ^  =  iro+^coscp — Y)  sincp, 
i  7  =Jo-H;sincp  +  ricoscp, 

^O'JKo  désignant  les  coordonnées  du  point  w  et  cp  désignant 
l'angle  de  w^  avec  Ox.  On   déduit  de  ces  formules 

i  dx  =  dxçt  —  (  ^  sin  cp  +  r^  cos  9 )  <5?cp, 
(  r/jK  =  <ijo  +  (  ^  cos  cp  —  7)  sincp)(icp. 

(Nous  n'avons  pas  différentié  \  et'/),  parce  que,  les  axes  mobiles 
étant  liés  à  la  figure  mobile,  les  coordonnées  Ç,  T)  d'un  point 
de  cette  figure  restent  constantes.)  Ces  équations  peuvent 
d'ailleurs  s'écrire 

d'^r  =  <i;37o  —  (7  —  70)  c?'f , 
dy  =  «^70  +  (^  —  ^0)  <^^. 

Si  l'on  suppose  dx  ^=  o,  dy  =-.  o,  alors  t^x  et  A7  seront  du 
second  ordre,  le  déplacement  du  point  {Xj  y)  sera  du  second 
ordre,  et  l'on  aura 

(  dxQ  —  (ç  sincp  +  Y]  coscp)û?cp  =  o, 
(  6(fo+(^coscp  —  7]  sincp)  <icp  =  o. 

Ces  deux  équations  détermineront  un  et  un  seul  point  (^,  yj), 
excepté  toutefois  si  d'^  =^  o  \  ce  point,  dont  on  aura  les  coor- 
données fixes  X,  y  au  moyen  des  équations  (i),  a  un  dépla- 
cement du  second  ordre. 

Ce  point  est  ce  que  l'on  appelle  le  centre  instantané  de 
rotation. 

Supposons  \  et  7^  non  plus  invariables,  mais  donnés  par  les 
relations  (3);  le  lieu  des  points  ?,  ?],  obtenu  en  éliminant 
entre  (3)  le  paramètre  variable  dont  les  variations  détermi- 
nent le  mouvement,  est  le  lieu  des  centres  instantanés  dans  la 
figure  mobile  :  c'est  une  courbe  C.  Les  équations  (3)  repré- 
sentent, si  l'on  veut,  cette  courbe  C .  Les  équations  (i)  repré- 
sentent le  lieu  C  du  centre  instantané  dans  le  plan  fixe,  pourvu 
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que  l'on  y  suppose  Ç  et  'fi  donnés  par  les  formules  (3).  Difïé- 
rentions,  en  nous  plaçant  à  ce  point  de  vue,  les  formules  (i)  : 
nous  aurons 

dx  =  dcc()  —  {ç  sincp  -f-  r^  coscp)<icp  -î-{d^  coscp  —  di]  sincp), 
dy  =  dfQ  -+-  (  ç  cos  cp  —  y)  sin  cp  )  6/cp  -h  (  <iç  sin  cp  -f-  dr^  cos  cp  ) 

OU,  en  vertu  de  (3), 

dx  =  dç,  coscp  —  dT^  sin  cp, 
6^  =  c?;  sincp  +  dri  coscp. 

Multiplions  la  première  par  coscp, la  seconde  par  sincp  et  retran- 
chons; nous  aurons,  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
résultante,  la  projection  u  du  déplacement  du  point  {x,J')  sur 
l'axe  oj^ 

En  appelant  v  la  projection  du  même  déplacement  sur 
l'axe  0)7],  on  aurait  ç;  =  <iy|  ;  il  en  résulte  cjue,  quand  on  donne 
à  la  figure  un  déplacement  infiniment  petit,  le  centre  instan- 
tané se  déplace  dans  la  figure  mobile  et  dans  le  plan  fixe  de 
quantités  égales  en  grandeur  et  en  direction  (aux  termes  du 
second  ordre  près);  les  différentielles  des  arcs  de  courbe  G 
et  C^  sont  égales,  leurs  projections  sont  égales  ;  donc  ces  deux 
courbes  sont  tangentes  et  roulent  l'une  sur  l'autre  sans  glis- 
ser j  donc  : 

Théorème  IL  —  Le  déplacement  cV une  figure  plane 
dans  son  plan  peut  toujours  s'effectuer  en  faisant  rouler 
sans  glissement  une  courbe  invariablement  liée  à  la  figure 
mobile  sur  une  courbe  fixe,  et  cela  d'une  seule  manière. 

Car:  I**  le  centre  instantané  de  rotation  est  bien  déterminé; 
2°  quand  deux  courbes  roulent  l'une  sur  l'autre,  le  point  de 
contact  a  un  déplacement  infiniment  petit  du  second  ordre;  il 
est,  par  suite,  le  centre  instantané  de  rotation  (cela  résulte  de  la 
définition  même  du  contact  du  premier  ordre)  ;  il  y  a  des  cas 
où  le  centre  instantané  pourra  être  rejeté  à  l'infini.  Il  y  a  plus, 
si  6/cp  est  toujours  nul,  les  axes  mobiles  resteront  toujours 


INFINIMENT    PETITS    d'oRDRE    SUPÉRIEUR.  l35 

parallèles  à  eux-mêmes  ;  il  n'y  aura  plus  de  centre  instantané, 
et  le  mouvement  sera  un  mouvement  de  translation. 


CoROLLAiiiE  I.  —  Quand  une  figure  se  meut  dans  son 
plan,  les  normales  à  toutes  les  courbes  décrites  par  les 
différents  points  de  la  figure  mobile  passent  par  un  point 
fixe  {le  centre  instantané  de  rotation). 

Corollaire  II.  —  Pour  trouver  le  point  où  une  courbe 
invariablement  liée  à  la  figure  mobile  to  uche  son  en  veloppe 
on  cherche  le  centre  instantané  de  rotation^  et  de  ce  centre 
on  abaisse  une  normale  sur  la  courbe  enveloppante  :  le 
pied  de  cette  normale  est  le  point  cherché. 

Pour  trouver  le  centre  instantané,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  dit^  il  suffît  de  savoir  mener  la  normale  à  deux  courbes 
décrites  par  des  points  différents  de  la  figure  mobile.  Si,  par 
exemple,  une  droite  de  longueur  constante  a  ses  extrémités 
sur  deux  droites  rectangulaires,  le  centre  instantané  s'obtiendra 
eu  menant  parles  extrémités  A,  B  de  cette  droite  des  perpen- 
diculaires OA,  OB  sur  les  deux  droites  fixes  :  le  point  O  de 
rencontre  de  ces  deux  droites  sera  le  centre  instantané.  Soit  M 
un  point  de  la  droite  AB;  il  engendre  une  ellipse  :  MO  sera 
la  normale  à  cette  ellipse  au  point  M. 

XVIII.  —  Sur  les  épicycloïdes. 

\Jépicycloïde  est  une  roulette  engendrée  par  un  point  de 
la  circonférence  d'un  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur  un 
autre  cercle  fixe.  L'épicycloïde  porte  le  nom  à^ hypocycloïde 
quand  le  cercle  mobile  est  intérieur  au  cercle  fixe. 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  fixe,  r  celui  du  cercle  mobile 
considéré  comme  positif  dans  l'épicycloïde  ordinaire  et  comme 
négatif  dans  l'hypocycloïde;  soit  A  le  point  décrivant  dans  la 
position  qu'il  occupe  lorsqu'il  est  le  point  de  contact  du 
cercle  roulant  et  du  cercle  fixe.  Prenons  pour  axe  des  x  la 
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droite  qui  joint  le  centre  O  du  cercle  fixe  au  point  A;  dési- 
gnons par  a  l'angle  dont  a  tourné  le  centre  du  cercle  mobile 
quand  le  point  décrivant  s'est  transporté  de  A  en  une  posi- 
tion M  quelconque;  par  œ,  y  les  coordonnées  du  point  M; 
posons  enfin 

le  théorème  des  projections  fournira  très  simplement  les  rela- 
tions (/^.  27) 


(I) 


La  construction  du  rayon  de  courbure  et  de  la  normale  à 
cette  courbe  découle  des  formules  du  paragraphe  précédent  : 
ainsi  la  normale  au  point  M  passe  par  le  point  de  contact 
des  deux  cercles,  et  le  rayon  de  courbure  p  est  donné  par  la 
formule 


a?  =  (R  -f-  r)cosa  — 

-  r  cos(a+  P), 

y  =  (R  H-  r)  sina  — 

■  7^  sin(a  -+-  [3  ), 

p  = 


1^        r/  n        n 

R~~  r 


coscp 


n 

coscp  =    : 

'        2r 


Dans  le  cas  actuel,  cette  formule  se  simplifie  ;  on  a,  en  efî'et, 

COSCj 

et  l'on  trouve,  au  signe  près, 

n\\ 
^  R  H-  2  r 

ce  qui  donne  une  construction  bien  simple  du  rayon  de  cour- 
bure p;  on  voit  qu'il  suffit  de  prolonger  la  normale  n  d'une 

n  R 
quantité  ^ ?  que  l'on  construira  comme  il  suit  : 

Soient  {fig.  27  )  O'  le  centre  du  cercle  mobile,  N  le  point  de 
contact  des  deux  cercles;  on  prendra  NK=2r  +  R  ou,  si 
l'on  veut,  on  prolongera  le  diamètre  du  point  N  de  R,  on 
joindra  MK,  on  mènera  OG  parallèle  à  MR,  et  le  point  G 

sera  le  centre  de  courbure  de  l'épicycloïde,  car  NG  =  ^^ — • 
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Par  le  point  G,  menons  GS  perpendiculaire  sur  GN  ;  il  est  facile 
de  voir,  par  la  comparaison  des  triangles  GNS,  N'NM,  que  NS 

est  constant  et  ésral  à  tt On  a  alors  OS  =  tt -^  de 

^  K-H2/-  K  —  2r 

sorte  que  — -  =  —  ;  le  système  des  deux  cercles,  ayant  pour 

rayons —  et  OS,  est  donc  semblable  au  système  des  cercles 
proposés,   et   il  est  facile  de   voir  que  l'arc   BS   est  égal  à 

Fig.  27. 


l'arc  GN.  Si  donc  on  prend  BP  égal  à  la  demi-circonférence 
du  cercle  SGN,  l'arc  GSN  sera  égal  à  l'arc  NA;  le  point  G 
engendrera  alors  une  épicycloïde  semblable  à  la  première. 
Donc  : 

La  développée  d^une  épicycloïde  est  une  autre  épicy- 
cloïde semblable  à  la  première. 

Si,  dans  les  formules  (i),  que  nous  écrirons 

R-f-r 


a?  =  (  R  +  7')  cos  a  —  r  cos  a 


JK  =  (R  H-  ^)  sina  —  r  sina 


R-4-r 


on  fait  une  transformation  de  coordonnées,  en  faisant  tourner 
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les  axes  de  l'angle  t:  ^j  on  trouve 


ic  =  (  R  +  r )  cos  (  a  -+-  TT  —  1  —  r  cos  I  a ~  ~  ïï  / 


y  ={K  -i    r)  sin  ^a  ^,^  -  |^  j  "  "  r  sin  U  — ^^  ^' ~  \ 


et,  si  l'on  fait  a  +  tu  —  =  a',  on  a 

/  R  -^  /' 

iP  rir  (R  —  r)  cosa' —  r  cosi  tt  -i-  a' 


y  =  (R  —  r)  sin  a' 


,  R  -  r 


Or  les  équations  d'une  épicycloïde  engendrée  par  un  cercle 
de  rayon  —  r  roulant  sur  un  cercle  de  rayon  R  +  2r  sont 

iP  =  (  R  -h  r  )  cos  CL  -v-  r  cos  a ? 

.     ,  •     ,  R  -^  '^ 

/  =:  (Rh- rj  sina  H- r  sin  a ; 

elles  coïncident  avec  les  précédentes,  d'où  il  résulte  que  : 

Toute  épicycloïde  peut  être  engendrée  de  deux  manières 
en  faisant  rouler  un  cercle  sur  un  autre. 

On  voit  que  l'épicycloïde  a  pour  tangente  la  droite  MN 
qui  l'enveloppe  ;  il  est  facile  de  voir  que  c'est  le  diamètre  d'un 
cercle  dont  le  rayon  est  2/^  et  qui  roule  sans  glisser  sur  le 
cercle  fixe.  Ainsi  : 

L^ épicycloïde  est  V enveloppe  du  diamètre  cUun  cercle 
mobile  qui  roule  sur  un  autre  sans  glisser. 

Citons  encore  la  proposition  suivante  de  Chasles  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une 
épicycloïde  est  une  autre  épicycloïde. 
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XX.  —  Sur  les  courbes  remarquables  de  la  famille  épicycloïdale. 

Quand  le  rapport  —  est  commensurable,  répicycloïcle  est 

évidemment  une  courbe  algébrique. 
1°  Quand  R  =  /-,  on  a 

^  —  2  R  cos  a  —  R  cos  1  a, 
y  —  2  R  sin  a  —  R  sin  2  a 

ou,  en  transformant  les  coordonnées, 

X  ={iW.  —  2R  cos  a)  cos  a, 
y  =(2R  —  2R  cos  a)  sin  a; 

si  l'on  regarde  a  comme  un  angle  polaire  et  si  l'on  désigne 
par  /'  le  rayon  vecteur,  on  a 

r  —  2R  —  2R  cosa, 

ce    qui    est   l'équation    d'une    conchoïde    de    cercle   :    cette 

conckision  est  évidente  par  des  considérations  synthétiques. 

2*^  Quand  r=  — ^R,  on  a  une  ligne   droite  :  c'est  là  un 

théorème  de  Lahire,  bien  connu  du  lecteur. 

S''  Nous  exa 

la  courbe  sont 


r> 

3*^  Nous  examinerons  le  cas  où  r  ^= r;  les  équations  de 


37  =  3  r  cos  a  -1-  r  cos  3  a. 
j^  =  3  r  sin  a  —  r  sin  3  a  ; 
si  l'on  observe  que 

cos  3  a  =  cos-5  a  —  3  cos  a  sin^  a, 
et  que 

sin  3a  —  Scosa^  sin  oc  —  sin^  a, 
on  trouve 

^  =  r(3  cosa  -\-  cos^  a  —  3  cosa  -î-  3  cos^  a) 
ou 

ic  =  4r  cos"^  a,         y  =  4/'sin3a; 
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donc 

1  2  2 

C'est  l'équation  de  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur 
constante  ^r  qui  s'appuie  sur  deux  droites  rectangulaires, 
ce  dont  la  Géométrie  pure  rend  compte  très  simplement. 

Cette  courbe  est  semblable  à  la  développée  d'une  ellipse 
dont  les  axes  tendraient  de  plus  en  plus  à  devenir  égaux;  elle 
est  du  sixième  degré,  comme  la  développée  de  l'ellipse. 

r> 

4°  Si  l'on  a  7^  =  —  T'  on  obtient  ce  que  l'on  appelle  Vhy- 

pocycloïde  à  trois  rebroussements,  courbe  devenue  célèbre 
par  les  travaux  de  M.  Cremona  {^Journal  de  Crelle,  t.  64. 
Voir  aussi,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
un  article  de  M.  Laguerre  et  un  autre  de  Painvin;  1870). 
Les  équations  de  cette  courbe  sont 

X  —  r{i  cosa  —  cos'^a), 
y  =  r(2  sina  —  sinaa), 
d'où  l'on  tire 

(^2_a_j2)2_j_  8r^(372_.-a72)-f-  1 8 r2 ( 572 -^  j^) __  r^^r'*  =  o; 

quand  on  prend  le  triangle  qui  a  pour  sommet  les  trois 
rebroussements  de  la  courbe  pour  triangle  de  référence,  on 
trouve  pour  équation  ordinaire 

j2 ^2  _|_  ^2  ^2  _|_ -2^2 j2  _  ixyzÇx  -v-y  ~-  z)\ 
et  pour  équation  tangentielle. 

On  sait  que  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  d'un  cercle  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  sont  sur 
une  droite  que  l'on  appelle  quelquefois  la  droite  de  Simson. 

L'enveloppe  des  droites  de  Simson  est  une  hypocjcloïde 
à  trois  rebroussements. 
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i  *j  n  M  , 

or   TH^Çf 


XXI.  —  Cycloïde  et  développante  de  cercle. 

Quand  R  =  oo  ,  l'épicycloïde  devient  une  cycloïde,  et, 
quand  r  =  co  ,  elle  dégénère  en  développante  du  cercle  R. 

Ainsi  la  cycloïde  est  la  courbe  engendrée  par  un  point 
d'une  circonférence  cjui  roule  sans  glisser  sur  une  droite 
fixe. 

Nous  avons  déjà  étudié  un  grand  nombre  de  propriétés  de 
cette  courbe  sans  en  faire  connaître  la  génération. 

Prenons  {fig.  28)  pour  axe  des  x  la  droite  fixe  sur  laquelle 

Fig.  28. 


roule  le  cercle  générateur,  et  pour  origine  O  le  point  où  la 
cycloïde  rencontre  l'axe  des  x,  en  sorte  que  O  soit  le  point  où 
le  cercle  générateur  touche  Ox  quand  le  point  décrivant  est 
sur  l'axe  des  x. 

Les  coordonnées  étant  rectangulaires,  appelons  u  l'angle 
que  fait  le  rayon  CM  du  cercle  générateur  avec  la  direction 
GA.  :  c'est  l'angle  dont  le  cercle  a  tourné  depuis  qu'il  a  quitté 
son  point  de  contact  O  avec  Ox.  Soient  OP  =  x^  PM  =  JK,  les 
coordonnées  du  point  M  de  la  cycloïde,  a  le  rayon  du  cercle 
générateur;  l'inspection  de  la  figure  donne 

X  =^  a{u  —  sinw),        y  —  a{i — cosu). 

Résumons  les  principales  propriétés  de  la  courbe  : 
I"  La  normale  en  M  passe  par  le  point  de  contact  A  du 
cercle  générateur  et  delà  base  0^(p.   i3i). 
2''  MB  est  la  tangente. 
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3"  Le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  normale  MA 
(p.   lOl). 

4°  La  développée  de  la  cycloïde  est  une  autre  cycloïde 
égale  et  semblablement  placée;  ses  sommets  coïncident  avec 
les  points  où  la  cycloïde  proposée  rencontre  sa  base  (p.  i  t  i). 

5^  Les  points  où  la  cycloïde  rencontre  sa  base  sont  des 
points  de  rebroussement.  La  courbe  se  compose  d'ailleurs 
d'une  infinité  de  branches  égales,  placées  les  unes  à  la  suite 
des  autres. 

6"  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la 
cycloïde  est  une  cycloïde. 

N.  B.  —  La  propriété  4*^  se  démontre  géométriquement  avec 
la  plus  extrême  facilité. 


XXn.  —  Épicycloïdes  allongées  ou  raccourcies. 

L'épicycloïde  allongée  ou  raccourcie  est  engendrée  par  un 
point  du  plan  d'un  cercle  mobile  qui  roule  sans  glisser  sur  un 
cercle  fixe.  Les  propriétés  de  ces  courbes  résultent  des  con- 
sidérations développées  aux  paragraphes  précédents;  leur 
étude  est  du  domaine  de  la  Mécanique.  Toutefois  nous  ferons 
observer  que  parmi  ces  courbes  se  trouve  l'ellipse  qui  est 
engendrée  par  un  point  du  plan  d'un  cercle  mobile  qui  roule 
intérieurement  sur  un  cercle  de  rayon  double  ;  on  déduit  de 
là  un  moyen  nouveau  de  construire  le  rayon  de  courbure  de 
l'ellipse.  Cette  propriété  se  démontre  géométriquement  avec 
la  plus  grande  facilité,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  de 
Lahire  et  sur  cette  propriété  de  l'ellipse,  qu'elle  peut  être 
engendrée  par  un  point  invariablement  lié  à  une  droite  de 
grandeur  constante  qui  glisse  entre  deux  droites  rectangu- 
laires. 

La  cycloïde  allongée  ou  raccourcie  a  quelquefois  reçu  le 
nom  de  ^roc/ioi<i<?;  l'épicycloïde  allongée  ou  raccourcie  s'est 
aussi  appelée  épitrochoïde  ou  hypotrochoïde. 
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Soient  R  le  rayon  du  cercle  de  base  ;  r  le  rayon  du  cercle  rou- 
lant, considéré  comme  positif  dans  l'épi trochoïde  et  comme 
négatif  dans  l'hypotrochoïde  ;  l  la  distance  du  point  qui  décrit 
la  roulette  au  centre  du  cercle  roulant.  Nous  supposerons  les 
cercles  en  contact  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  x  :  le 
point  décrivant  sera  donc  situé  sur  l'axe  des  x\  l  sera  con- 
sidéré comme  de  même  signe  que  r  ou  de  signe  contraire, 
suivant  que  le  point  décrivant  sera,  par  rapport  au  centre  du 
cercle  roulant,  du  même  côté  ou  non  que  le  point  de  contact  ; 
soit  enfin  a  l'angle  dont  le  cercle  roulant  a  tourné.  Les  coor- 
données d'un  point  de  la  roulette  seront  données  par  les  for- 
mules 

37  =  (R  +  r)cosa  —  ^cosp, 

y  =  (  R  -t-  r)  sina  —  l  sin^, 
où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 


Ra 
r 


r> 

Quand  —  sera  commensurable,  la  roulette  sera  une  courbe 

algébrique.  Quand  [^  =  —  a  ou  R  =  —  2/%  on  a  une  ellipse, 
comme  on  l'a  observé  plus  haut. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Trouver  le  lieu  des  centres  et  des  foyers  des  courbes  du 
second  degré  qui  ont  entre  elles  en  un  point  donné  un  contact  du 
troisième  ordre. 

2.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  entre  elles  en 
un  point  donné  un  contact  de  second  ordre. 

3.  Si  l'on  considère  une  conique  et  son  cercle  osculateur,  la  tan- 
gente commune  et  la  corde  commune  sont  également  inclinées  sur 
les  axes  :  en  profiter  pour  construire  le  cercle  osculateur. 

4.  Trouver    sur   une    courbe  les   points    pour    lesquels   il  existe 
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deux  hyperboles   équilatères  ayant  avec  la  courbe   un   contact  du 
troisième  ordre. 

5.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères,  ayant 
avec  une  parabole  un  contact  du  troisième  ordre. 

6.  On  appelle  points  Steiner  d'une  courbe  ceux  où  elle  est  touchée 
par  une  conique  suivant  un  contact  de  sixième  ordre  {voir  Lemon- 
NiER,  Thèses)  :  trouver  le  caractère  de  ces  points. 

7.  Trouver  l'équation  de  la  conique  qui,  en  un  point  donné  d'une 
courbe,  a  avec  elle  un  contact  du  quatrième  ordre  ou  de  la  parabole 
qui  a  avec  elle  un  contact  du  troisième  ordre. 

8.  On  appelle  développoïde  d'une  courbe  l'enveloppe  des  droites 
qui  la  rencontrent  sous  un  angle  constant  (Lancret,  Savants  étran- 
gers^ i8ii;  RÉAUMUR,  Méni.  Acad.  des  Sciences,  1709;  Haton, 
Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  i""  année).  Soient  a 
l'angle  constant,  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe,  ds  son  arc  élé- 
mentaire, p'  le  rayon  de  courbure  de  la  développoïde;  on  a 

P  dp 

p  =  p  sma  +  ^-y^  cosa. 

(Haricii,  les  Mojides,  t.  XIX.) 

9.  Trouver  les  développoïdes  de  la  spirale  logarithmique  {voir 
l'exemple  précédent). 

10.  On  peut  généraliser  la  notion  de  développée  comme  il  suit  :  con- 
sidérons une  courbe  S  et  sa  tangente  TM  en  M  ;  soient  I  et  J  deux  points 
fixes,  soit  NM  la  droite  conjuguée  harmonique  de  MT  par  rapport 
à  MI  et  MJ  :  trouver  l'enveloppe  des  droites  MN,  (Quand  I  et  J  sont 
les  ombilics  du  plan,  l'enveloppe  en  question  est  la  développée  de  la 
courbe.)  Application  à  l'ellipse.  Cas  où  les  deux  points  fixes  I  et  J 
sont  les  foyers. 

11.  L'équation  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  étant 

(572_^72)2  — a2(a;2— j2)=,  o         ou         r2  =  a2cos2Ô, 

a^ 
son  rayon  de  courbure  est  —  ?  Féquation  de  sa  développée 

/     2.  2.\2  /     2  2l\  { n'i- 


3  _L  v3 


^     -f-JK 


r(J_/)  =  4«!. 


/ 
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12.  L'équation  de  la  parabole  semi-cubique  étant  3aj^  =  q.x^,  son 
rayon  de  courbure  est 

(2a  -h  3x)^x 

l'équation  de  sa  développée  est 

3aj2  —  _  2^3. 

13.  La  chaînette 

a  pour  rayon  de  courbure  — — •  On  a 

^  =  21. 
dx        m 

14.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  le  rayon  de  courbure  est  la  moitié 
de  la  corde  normale. 

15.  Voici  quelques  formules  relatives  aux  coordonnées  tangentielles 
calculées  par  M.  Painvin  : 

Soient  w,    v  les   coordonnées   tangentielles  d'une  tangente  à  une 
courbe  ;  U,  V  les  coordonnées  courantes  ;  on  a  les  formules  suivantes  : 
Équation  du  point  de  contact  : 

{V)  —  u)dv  —  {y  —  v)du  =  o. 

Coordonnées  x,  y  ordinaires  du  point  de  contact  : 

dv  du 


J  = 


udv  —  V  du  udv  —  V  du 

Elément  d'arc  : 

dvd^u  —  du  d^  V 


ds  =  \/w^  -T-  ^- 


{udv  —  y  du  )2 

Coordonnées  Mi,  Vi  de  la  normale  : 

viudv  —  V  du)  _        u{udv  —  vdu) 

^~      udu-^vdv     ^  ^~~  udu-\-  vdv 

Rayon  de  courbure  : 

^       /    «         ..  \  dvd'^u  —  dud'^v 
^  {udv  —  vduY 

16.  Voici  d'autres  formules  du  même  auteur;  quelques-unes  étaient 
déjà  données  ailleurs.  Soient/?  la  distance  de  l'origine  à  la  tangente 
L.  —  Traité  d'Analyse,  IL  10 
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à  une  courbe,  a  l'angle  que  la  normale  fait  avec  l'axe  des  a?;  on  a, 
en  employant  les  notations  du  numéro  précédent, 

cosa                     sina              „              i  ç> 

u=  ,         v=  ,         F    =  -T. ï'         tanga=-, 

dp    .  .dp 

rr  =  »  cos a f-  sin  a,         r  =  p  sin  a  H =-  cos  a, 

^  dn  -^       ^  dy. 

ds  —  pdd-^  d  -^-i 

^  dd 

^^P-^d^^' 

dp  dp 

iii  =  —  sin  a  :  -,-  j         Ç\  =  cos  a  :  — y~  • 
dy.  doi. 

17.  Si  l'on  considère  deux  courbes  de  grandeur  et  de  forme  con- 
stantes, tournant  autour  de  points  fixes  O  et  0' situés  dans  leur  plan 
et  invariablement  liés  à  ces  courbes,  si  de  plus  ces  courbes  sont 
constamment  tangentes,  de  telle  sorte  que,  M  désignant  le  point  de 
contact  actuel,  N  et  N'  les  points  de  contact  à  un  autre  instant,  on 
ait  toujours  arc  MN  =  arc  MN',  on  dira  que  les  courbes  sont  syntré- 
pentes;  une  courbe  qui  a  pour  syntrépente  une  courbe  égale  est  dite 

isotrépente.  Soit  00'  =  k  ;  prouver  que  l'équation  des  isotrépentes  en 
coordonnées  polaires  est 

dr  r 

Zé  ""  F(r,  A  — r)  ' 

F  désignant  une  fonction  symétrique  de  r  el  k  —  r. 

(MiQUEL,  Journal  de  Liouville,  t.  II,  t"  série.) 

18.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  constants  circonscrits  à  une 
épicycloïde  est  une  épitrochoïde. 

19.  Si  des  rayons  lumineux  parallèles  viennent  se  réfléchir  sur  une 
circonférence,  l'enveloppe  des  rayons  réfléchis  sera  une  épicycloïde. 

(Lhopital,  Analyse  des  infiniment  petits.) 

20.  L'enveloppe  des  rayons  lumineux  émanés  d'un  point  fixe  et 
réfractés  par  une  courbe  plane  G  située  dans  un  même  plan  avec  le 
point  lumineux  est  la  développée  de  l'enveloppe  de  cercles  ayant  leurs 
centres  sur  la  courbe  G.  Soient  M  le  centre  de  l'un  d'eux,  Lie  point 

lumineux,  n  l'indice  de  réfraction  :  son  rayon  sera • 
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21.  Par  un  point  fixe  on  mène  des  rayons  vecteurs  égaux  et  paral- 
lèles aux  rayons  de  courbure  d'une  courbe  fixe  G  ;  le  lieu  des  extrémités 
de  ce  rayon  est  une  courbe  C  dont  on  demande  l'expression  du  rayon 
de  courbure,  en  fonction  du  rayon  de  courbure  et  de  l'arc  de  la 
courbe  proposée  G. 

22.  Le  limaçon  de  Pascal  a  pour  équation  polaire 

r  =  a(i  —  cos6)  : 

c'est  donc  une  conclioïde  de  cercle.  Sa  développée  et  sa  dévelop- 
pante sont  des  limaçons  de  dimensions  linéaires  trois  fois  plus  petites 
et  trois  fois  plus  grandes  :  la  construction  du  rayon  de  courbure  est 
fort  simple. 

23.  Un  cercle  est  rencontré  par  une  courbe  G  de  degré  m  en  des 
points  «1,  «2,  ...  ;  on  mène  les  normales  à  la  courbe  G  en  ces  points, 
elles  rencontrent  une  transversale  passant  par  le  centre  du  cercle 
aux  points  />i,  p^,  ....  Prouver  que 

• ■  -\ \ h..  .  =0; 

«i/»!        a^_p%        a-iPi 

déduire  de  là  un  moyen  de  construire  le  rayon  de  courbure  d'une 
courbe  algébrique. 

(LiouviLLE,  Journal  de  Mathématiques,  t.  IX,  i*"®  série.) 
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CHAPITRE  III. 

ÉTUDE  DES  POINTS  SINGULIERS. 


I.  —  Eut  et  utilité  de  la  théorie  des  points  singuliers. 

Les  théories  que  nous  avons  exposées  dans  les  Chapitres 
précédents  ne  s'appliquent  pas  aux  points  des  courbes  que 
nous  avons  appelés  singuliers. 

Ces  points  sont  ceux  où  l'ordonnée  jk  d'une  courbe,  consi- 
dérée comme  fonction  de  son  abscisse,  n'est  pas  développable 
par  la  formule  de  Taylor.  Ils  sont  donc  caractérisés  par  ce 
fait  que  y  ou  l'une  de  ses  dérivées  cesse  d'être  finie  ou  con- 
tinue. 

Toutefois  nous  ne  considérerons  pas  comme  nécessairement 
singuliers  :  i°  les  points  situés  à  l'infini  dans  des  circonstances 
qui   seront  mentionnées  plus  loin;  2°  ceux   où  l'on   aurait 

-^  =  00  ,  si  cette  circonstance  disparaît  par  une  transforma- 
tion de  coordonnées. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  les  points  d'inflexion  où  une  droite 
a  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre  ne  sont  pas 
singuliers,  pas  plus  que  les  sommets  où  la  courbe  a  avec  un 
cercle  un  contact  du  troisième  ordre. 

Cependant  nous  verrons  que,  par  rapport  aux  coordonnées 
tangentielles,  les  points  d'inflexion  jouent  le  rôle  c[ue  les 
tangentes  aux  points  de  rebroussements  jouent  par  rapport 
aux  coordonnées  cartésiennes,  et,  à  ce  point  de  vue,  on  les 
range  parmi  les  singularités  des  courbes  planes. 

Nous  ferons,  dans  ce  Chapitre,  une  étude  détaillée  des  points 
singuliers,  d'abord  parce  qu'il  convient  de  revenir  sur  les  rai- 
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sonnements  faits,  en  excluant  systématiquement  ces  points, 
et  ensuite  parce  que  les  courbes  douées  de  points  singuliers 
jouissent  de  propriétés  remarquables  qui  en  simplifient  la 
théorie,  contrairement  à  ce  que  l'on  pourrait  croire  au  pre- 
mier abord. 


IL  —  Digression  sur  une  question  d'Algèbre  (solution  de  M.  Minding). 

Nous  allons  nous  proposer  de  résoudre  la  question  sui- 
vante, indispensable  pour  faire  une  bonne  théorie  des  points 


Étant  donnée  une  équation  entre  deux  variables 

(1)  /(^,  7)  =  o, 

dans  laquelle  f  est  une  fonction  entière  ou,  plus  générale- 
ment, une  fonction  développahle  suivant  les  puissances 
entières  de  x  et  y,  déterminer  les  ordres  des  racines  y 
de  cette  équation  par  rapport  à  x,  quand  on  y  suppose  x 
et  y  infijiiment  petits  (bien  entendu,  on  suppose  que,  pour 
x=^o^  y  est  nul;  ou,  si  l'on  veut, /ne  contientpas  de  terme 
indépendant  de  x  etjK)- 

On  peut  mettre  l'équation  (i)  sous  la  forme 

Xo7'"o-hXi7'«i  +  X27^2  +  ...+  X/ j'^: -h . . .  =  o, 

Xq,  X|,  ...  désignant  des  polynômes  en  x  (ou  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x)  dans  les- 
quels nous  supposerons  que  les  puissances  de  x  les  moins 
élevées  sont  respectivement  ^"o,  ^"i,  .  .  . ,  ^"î,  ...  ;  nous  sup- 
poserons d'ailleurs 

Posons  jK  =  a ^^;  nous  aurons,  en  supposant  a  fini, 

(2)  Xoa'^o^'Wo^-i-  XiOL^ix^i^  -}-.  . .+  X/a'":-^'"^^  -h. .  .=  o 
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OU  encore 

•^0  Xq 

les  ordres  infinitésimaux  des  divers  termes  de  cette  formule 
sont  respectivement 

o,     ni  — no-\-s(mi  — mo),     ...,     ni—  n^-h  s{mi—  nio),     ... 


ou  bien 


(4) 


-  r         no  —  ni  1 

o,     {mi—mo)\s : 

L        mi  —  moj 

L         nii  —  mo  J 


Soit  a-  la  plus  grande  des  quantités 

no  —  ni         no  —  n^  no  —  n, 


mj  —  mo        m^  —  mo  mi  —  nio 

plusieurs  d'entre  elles  pouvant  être  égales  d'ailleurs  :  la  suite 
aura  tous  ses  termes  positifs  ou  nuls  si  l'on  prend  s  =  t.  Soit  i 
le  rang  du  dernier  terme  nul;  si  dans  (3)  on  suppose  ^  =  o, 
on  aura  une  équation  de  la  forme 

(5)  a'«o  +  .  ..-H  Ga^^.  =  o. 

Cette  équation  fait  connaître  les  valeurs  finies  de  a  et,  par 
suite,  les  racines  de  (i)  d'ordre  s]  et  même  la  limite  du  rap- 
port —  •  Le  nombre  des  racines  de  cette  équation  (5),  différentes 

de  o,  est  ini —  iuq  ;  c'est  aussi  le  nombre  des  racines  de  (i), 

qui  sont  d'ordre 

no  —  rii 

s  =  (7  =    - 


-  mo 

On  voit  enfin  que  (i)  a  ttIq  racines  d'ordre  supérieur  à  c. 

Pour  trouver  les  ordres  des  racines  d'ordre  supérieur  à  o-, 
divisons  les  deux  m.embres  de  (2)  par  ILiX^^-^;  nous  aurons 

X  X 

(6  )    a^«o  — ^  x^"^o-mûs  4- ...  4-  a'«i  -\-...-{-  0L"'j  ^  :r('«;-^«'^^  +  ...=:  o. 
X/  Xi 
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Les  ordres  des  termes  de  cette  équation  sont 

no— ni-{- s(mo  —  mi),     ...,     o,     ...,     nj  —  ni+  s(mj— lUi),     ... 


ou 


/         n/  —  rio  \  . 

s —    (/?io  — /n/), 

,    \        mo  —  mj 
(7)  {    ,  \ 

[s ){mj~mi), 


Tli  —  Jlk 

5  granae  aes  quaniiies 
k  >  «,  et  soit 


Soit  0-'  la  plus  grande  des  quantités  — -^  dans  lesquelles 


m —  n 


CT    = 


/    . 


rrii  —  m,- 


si  l'on  fait  s  =  <t\  tous  les  termes  de  la  suite  (7)  qui  suivent  o 
sont  nuls  ou  positifs  ;  je  dis  qu'il  en  est  de  même  de  ceux  qui 
précèdent,  il  suffit  pour  cela  de  prouver  que,  si  A"  <  i<Cj\ 
on  a 


ni  —  rifc         ni  —  nj 


nij^  —  nii        jUj  —  JUi 

Or  on  a,  d'après  la  définition  de  a-, 

no  —  ni   ^   no  —  n/,. 
mi  —  mo~  mk—  nio 

ou,  appelant  s  une  quantité  positive, 

/lo  —  ni   _  /2o  —  71/^  H-  £  _  ni  —  /i/j.  -t-  E 
JUi  —  nio  mit  —  /^o 

donc,  comme  nih<iiyii. 


,    .  no  — ni         ni  —  njc 

(«)  — ZT  < 


mi  —  mo        nik—  nii 


no  —  nj 
'—y  uu  Q" ,  est  pius  giciuu  que 

poser 


ni — ni  I         .1  1  no  —  /t;  i, 

mais -,  ou  0- ,  est  plus  e^rand  que ~,  et  1  on  peut 

mj  —  nii  7  i  o  ~i       ^-^^.  —  ,^^  r 


no  —  ni       no  —  nj  '\- 1 


nii  —  nio  nij  —  m^ 
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d'où  l'on  tire 

/2o  —  Jli  Ri  — rij 


nii  —  niQ  nij  —  m/ 

et,  comme  nij —  nii  est  positif, 

riQ  —  Uj         Jli  —  Tij 
TUi  —  mo        Tïij  —  rrii  ' 

de  cette  formule  et  de  (a)  on  déduit  l'inégalité  qu'il  fallait 
établir. 

Faisant  donc  s  =  o-',  puis  jz?  =  o,  la  formule  (6)  devient 

il  y  a  donc  mi  racines  d'ordre  supérieur  à  o-'  et  inj  —  mi  racines 
d'ordre  égal  à  o•^ 

Si  l'on  divise  alors  tous  les  termes  de  (i)  ou  (2)  par  Xy^^'^y, 
en  raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  aura  les  ra- 
cines d'ordre  nik  —  my,  k  désignant  un  nombre  facile  à  déter- 
miner comme  i  ety,  et  ainsi  de  suite. 


III.  —  Méthode  de  Newton. 

La  méthode  de  New^ton  est  l'interprétation  géométrique 
de  la  méthode  de  Minding.  Ecrivons  l'équation  (i)  sous  la 

forme 

2  A  x^yJ  =  o, 

appelons  ^  l'ordre  de  y  et  considérons  le  groupe  de  termes 
de  l'ordre  le  moins  élevé  ;  il  devra  contenir  au  moins  deux 
termes 

ces  deux  termes  étant  de  même  degré  S,  on  a 

(p)  i  -h   \XJ  =  /C  H-   [Jl  /  =r  ô 

ou 

i—k 
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ce  qui  prouve  que  ja  est  commensurable.  Ceci  posé,  considé- 
rons i  et  j  comme  les  coordonnées  d'un  point  et  marquons 
tous  les  points  i,  j]  à  tous  les  termes  de  même  degré  corres- 
pondent des  points  en  ligne  droite  en  vertu  de  {p),  et  l'équa- 
tion de  cette  droite,  pour  un  degré  o,  est 

X-T-[JiY  =  8. 

Quand  8  croît,  la  droite,  pour  une  même  valeur  de  [i.,  s'éloigne 
de  l'origine;  donc  la  droite  qui  contiendra  les  points  «,y  cor- 
respondant au  degré  minimum  ne  devra  laisser  aucun  point 
marqué  du  côté  de  l'origine  des  coordonnées. 

Donc,  si  l'on  forme  une  ligne  pohgonale  convexe,  passant 
par  des  points  marqués,  dont  les  côtés  laissent  du  côté  opposé 
à  l'origine  des  coordonnées  tous  les  points  marqués  par  les- 
quels ils  ne  passent  pas,  les  côtés  de  cette  ligne  polygonale 
détermineront  les  points  répondant  à  la  question.  Par  exemple, 
soit  A  un  côté  de  la  ligne  en  question  ;  supposons  qu'il  con- 
tienne les  points  (^,  y),  {^',f)j  (^'^/)'  on  posera 

i  -{-  \xj  —  0,         i' -{-  [xf  =  S  ; 

ces  deux  formules  déterminent  [jl  et  o,  c'est-à-dire  le  degré  de 
y  relativement  à  x  et  le  degré  total  des  termes  que  l'on  peut 
grouper  de  manière  à  obtenir  des  termes  de  (i)  de  degré  mi- 
nimum; (i,  y],  (i^,  j'),  .  .  .  feront  connaître  les  termes  eux- 
mêmes. 

Il  faut  remarquer  que,  parmi  les  points  {i-,  j),  il  y  en  aura 
nécessairement  un  sur  l'axe  des  x  et  un  sur  l'axe  des  r,  si 
l'équation  (i)  est  irréductible.  En  effet,  cette  équation,  ne  con- 
tenant pas  de  terme  indépendant  de  x  et  j',  ne  saurait  avoir 
tous  ses  termes  divisibles  par  ^  ou  parj>^;  il  y  aura  donc  néces- 
sairement un  terme  indépendant  de  x  et  un  terme  indépen- 
dant de  jk;  en  d'autres  termes,  il  existera  un  exposant  i  nul, 
ainsi  qu'un  exposant  y  nul,  ce  qui  fournira  bien  un  point  à 
marquer  sur  chaque  axe  de  coordonnées. 

Ni  la  méthode  de  Minding  ni  celle  de  Newton,  comme 
l'on  voit,  ne  permettront  de  déterminer  les  ordres  des  racines 
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au  moyen  d'une  formule  générale.  Chaque  cas  particulier 
exigera  une  discussion  spéciale. 

IV.  —  Caractères  des  points  singuliers  dans  les  courbes  algébriques. 

La  discussion  que  nous  allons  entreprendre  est  due  à  Sturm  ; 
elle  a  été  perfectionnée  par  Briot.  Elle  a  été  faite  surtout 
en  vue  des  courbes  algébriques,  mais  elle  s'appliquerait  à 
toute  courbe  dont  le  premier  membre  pourrait  être  déve- 
loppé par  la  formule  de  Taylor. 

Soit 

l'équation  d'une  courbe  que  nous  supposerons  algébrique  (ou 
telle  que  son  premier  membre  soit  développable  parla  formule 
de  Taylor);  soit,  pour  abréger, 

J'-^hc'         -^--dy'         -^''-Tx^'         J'^-'d^dy' 

si  nous  éprouvons  le  besoin  de  rendre  cette  équation  homo- 
gène en  introduisant  la  variable  z,  nous  poserons  en  outre 

f -^^  f    -    ^'-^ 

Ceci  posé,  nous  allons  prouver  que  : 

Si  f^  et  f2  sont  différents  de  zéro  en  un  point  [x,  y),  ce 
point  ne  saurait  élre  singulier,  mais  il  pourra  présenter 
une  inflexion. 

En  effet,  donnons  k  x  et  y  les  accroissements  ?  et  r^  ; 
l'équation  (i)  deviendra 

ou  bien,  en  observant  quef{x,y)  est  nul, 
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On  peut  regarder  le  point  {oc, y)  comme  origine  de  nouvelles 
coordonnées  ^,  ri.  Nous  allons  chercher  comment  la  courbe 
coupe  deux  parallèles  AB,  A'B'  menées  à  la  distance  \  de  l'axe 


Fig. 
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Y]         tB 

f 

1 
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^0         A             ^ 

desjr.  A  cet  effet,  puisque /<  et/2ne  sont  pas  tous  deux  nuls, 
supposons  /a  ^  o  et  posons 


î^a. 


La  formule  (2)  pourra  s'écrire 

(3)  a— a-i-^P  =  o, 

P  désignant  une  fonction  de  ç  et  de  a,  finie  pour  Ç  =  o  et 
pour  des  valeurs  finies  de  a.  Si  l'on  suppose  \  très  petit,  en 
vertu  de  cette  formule  (3),  a  converge  vers  a,  le  coefficient 

angulaire  a  =  ^  de  la  sécante  OM  issue  de  l'origine  O  con- 

verge  vers  le  coefficient  a  =  — '^  de  la  tangente. 

Si  l'on  prend  la  dérivée  de  l'équation  (3),  on  a 

I-H^  -^  =  O. 

ùa 
Quand  \  est  très  petit,  cette  équation  ne  saurait  avoir  lieu, 
la  dérivée  i  +  ^  -p  conservant  alors  toujours  le  même  signe; 
le  premier  membre  de  (3)  ne  s'annule  qu'une  fois  :  l'équa- 
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lion  (i)  a  donc  la  seule  racine  a=-cL  finie,  et  la  courbe  ne 
rencontre  AB  qu'en  un  seul  point.  Elle  la  rencontre  d'ailleurs, 
car  pour  a  =  a  le  premier  membre  de  (3)  a  le  signe  de  P,  et, 
en  faisant  a  =  ol-\-  h  ou  a  =  a  —  A,  ce  premier  membre  sera, 
pour  de  petites  valeurs  de  ^,  positif  ou  négatif;  si,  pour  fixer 
les  idées,  P  est  positif,  la  racine  de  (3)  sera  comprise  entre  a 
et  a  —  h  et  par  suite  la  courbe  coupera  AB  au-dessous  de  OT  : 
elle  la  couperait  au-dessus  dans  le  cas  contraire.  Une  discussion 
toute  semblable  fournirait  des  résultats  analogues  relativement 
à  la  parallèle  A'B'  correspondant  aux  valeurs  négatives  de  ?. 

J'ai  dit  que,  pour  <2  =  a,  le  premier  membre  de  (3)  avait 
le  signe  de  P  ;  cela  est  vrai  quand  P  n'est  pas  nul  pour  a  =  à, 
mais  on  peut  toujours  supposer  P^  o  pour  a  =  a,  sans  quoi 
toute  l'équation  serait  divisible  para  —  a;  l'équation  (i)  serait 
divisible  par  ^/^  4-  7^/2  et  ce  facteur  pourrait  être  supprimé  : 
une  droite  ferait  partie  intégrante  de  la  courbe  que  l'on  dis- 
cute. Suivant  les  cas,  le  point  O  pourra  être  un  point  ordinaire 
ou  un  point  d'inflexion  ;  ce  sera  un  point  d'inflexion  si  la 
courbe  coupe  AB  et  A'B'  de  part  et  d'autre  de  la  tangente  AT. 
Ce  dernier  cas  se  présentera  si  P  change  de  signe  avec  ^,  ce 
qui  exige  qu'il  contienne  ^  en  facteur.  Alors,  en  efl'et, 
supposant  par  exemple  P  >>  o,  pour  ^  ^  o,  la  courbe  coupera 
AB  au-dessous  de  AT,  et,  pour  ^  <^  o,  P  étant  <^  o,  la  courbe 
coupera  A'B'  au-dessus  de  AT. 

Ainsi  le  point  O  n'est  pas  un  point  singulier,  puisque  y 

est  bien  déterminé,  ainsi  que  S-  =  —  7^'  et  par  suite  que 
-j~,  •  •  •  j  mais  ce  point  peut  être  un  point  cl  inllexion  ;  donc  : 

Pour  qu^  un  point  soit  singulier,  il  faut  que  Von  ait  en 
ce  point 

fi  ^  o,       /2  =  o. 

En  coordonnées  homogènes,  l'équation /=  o  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

il  en  résulte  qu'en  un  point  singulier  on  a  aussi/3  =  o.  Ainsi  : 
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En  coordonnées  Jiomo gènes,  la  condition  pour  que  le 
point  {x,  y,  z)  soit  singulier  est 

/i  =  o,        /2  -  o,        /a  =  o. 

C'est  aussi  la  condition,  en  coordonnées  trilinéaires,  pour 
que  l'on  ait  en  x^  jk,  z  un  point  singulier,  ce  dont  on  peut  se 
convaincre  aisément  en  posant 

iP  =  ç  cosa +  7]  sina  — /?,        7- =  ^  cos  p -)- tq  sin  ^  —  q, 
z  =  ^  cosY  -h  T^  siny  —  r, 
1  1  '  •  r  àf  df 

et    en  observant    que  les    équations  j=:o,  y  =^  o,  y-  =0 
entraînent/<  =  o,  /g  =  o,  f^  =  o. 


V.  —  Remarques. 
Reprenons  l'équation  (2)  du  paragraphe  précédent, 

L'équation  ^/^  -^T^f.2  =  o  est  celle  de  la  tangente;  on  peut 
le  vérifier  en  observant  que  cette  droite  coupe  la  courbe  en 
deux  points  confondus  à  Forigine  ^  =  o,  ?]  =  o.  Cette  tangente 
partage  le  plan  en  deux  régions  R<  et  Ko;  dans  la  première 
^fi  +  ■^/2  est  positif,  dans  la  seconde  il  est  négatif. 

En  général,  dans  (2),  les  termes  du  second  ordre,  en  ^,  r,, 
donnent  leur  signe  à  toute  la  partie  du  second  membre  qui 
suit  les  termes  du  permier  ordre  (à  moins  que  les  termes  du 
second  ordre  soient  nuls  en  même  temps  que  ceux  du  pre- 
mier); pour  un  point  de  la  courbe,  Ç/i  + '/1/2  est  de  signe 
contraire  aux  termes  du  second  ordre.  Ces  termes  du  second 
ordre  ne  changeant  pas  de  signe,  ceux  du  premier  ne  changent 
pas  de  signe  non  plus  ;  donc,  dans  le  voisinage  du  point  (^,  y), 
la  courbe  reste  dans  une  même  région  R^  ou  Ro,  c'est-à-dire 
dans  un  même  côté  de  la  tangente. 

Ce  raisonnement  tombe  en  défaut  quand  les  termes  du 
second  ordre  peuvent  s'annuler  avec  ceux  du  premier,  c'est- 
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à-dire  quand  ?/i  +  Tj/2  divise  les  termes  du  second   ordre. 

Supposons  que  ^/i  -{- r^/o  divise  les  termes  d'ordre  2,3, .  .  .,i 

sans  diviser  ceux  d'ordre  ^4-  i  ;  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

^y*i  4-  '/1/2  =  T,  on  pourra  mettre  l'équation  (2)  sous  la  formé 

^  '       1.2.3. .  .(t+i) 

Plaçons-nous  sur  un  point  de  la  courbe,  T([  -f-0)  aura  le 
signe  de  T,  les  termes  suivants  auront  le  signe  du  seul  terme 
écrit,  T  sera  de  signe  contraire  à  ce  terme.  Si  ce  terme  est 
d'ordre  pair,  T,  pour  un  point  de  la  courbe,  conservera  son 
signe  ;  la  courbe  est  alors,  dans  le  voisinage  du  point  (.r,  y\ 
dans  la  même  région  R<  ou  R2.  Si,  au  contraire,  le  terme 
considéré  est  d'ordre  impair,  T  changera  de  signe  avecvi  et  \\ 
la  courbe  traversera  la  tangente  et  passera  de  la  région  Ri  à 
la  région  R2  :  il  y  aura  une  inflexion .  D'ailleurs  la  tangente  T  =  o 
a  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre  ?,  puisqu'on  coupant  la 
courbe  par  T  =  o  on  trouve  i  -|-  i  points  d'intersection  con- 
fondus en  X,  y. 

Ainsi,  en  appelant  i-\-\  V ordre  du  premier  émanant 
de  f  qui  ne  V annule  pas  avec  V émanant  \f^  -^'hfii  ^<^ 
courbe  a  avec  sa  tangente  en  x,  y  un  contact  d^ ordre  i,  et 
par  suite  une  inflexion  sii  +  i  est  impair,  pas  dHnJlexion 
{pour  Vœil)  si  i  +  i  est  pair. 


VI.  —  Points  singuliers  ordinaires. 

Conservons  les  notations  du  paragraphe  précédent.  Pour 
que  la  courbe 

présente  une  singularité  en  x^y^  il  faut  que 

(2)  /l  =  0,  /2  =  O. 

Voyons  maintenant  si  cette  condition  est  suffisante.  En  don- 
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nant  toujours  à  x  et  y  les  accroissements  ^,  Tj,  ona,  en  tenant 
compte  de  (i)  et  (2), 

ï(/ii r^  +  2/12 ^r, --/22V) --.-.^o: 

Féquation  doit  nécessairement  présenter  un  terme  indépen- 
dant de  5  ou  Ti,  sans  quoi  elle  serait  divisible  par  une  de  ces 
variables  et  l'équation  (i)  ne  serait  pas  irréductible.  Nous 
supposerons  que/oo^o;  divisant  alors  par  ~^-,  nous  aurons 


(3) 


/ii^2a/i2--ay,2--^Q 


o, 


Q  désignant  un  polynôme  qui  reste  fini  pour  ?  =  o,  tant  que  a 
n'est  pas  infini.  Nous  distinguerons  trois  cas  : 

1°  fn  -\-  'iafi.2  4-  «5^^/22  est  décomposable  en  facteurs  dis- 
tincts réels  :  /22(<^  —  a)  [a  —  [B);  (3)  s'écrit  alors 


(4) 


fziCa  —  a)(a  —  P)h-^Q  =  o. 


On  peut  supposer /22  positif;  traçons  les  droites  OT  et  OS 
{/ig-  3o)  ayant  pour  coefficients  angulaires  a  et  [i.  On  peut 


supposer  Q  différent  de  zéro  pour  a=  a  ou  a^=  ^,  sans  quoi 
/=  o  ne  serait  pas  une  équation  irréductible.  Supposons, 
par  exemple,  a  ^  p  et  Q  positif  pour  a  =  a.  En  faisant  a  =  y. 
et  a  =  a  —  h,  le  premier  membre  de  (4)  prend  des  signes  con- 
traires, si  ^  est  suffisamment  petit.  L'équation  (4)  a  donc  une 
racine  a  voisine  de  a,  jk  a  une  valeur  AM  voisine  de  a^  =  AT 
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et  la  courbe  coupe  AB  dans  le  voisinage  du  point  T  (ici  au- 
dessous  du  point  T).  On  verrait  de  même  que  la  courbe  coupe 
AB  dans  le  voisinage  du  point  S.  D'ailleurs,  il  n'y  a  pas  d'autre 
point  voisin  de  O  sur  la  courbe  et  sur  AB,  car  la  dérivée  du 
premier  membre  de  (4)  ou  (3)  se  réduit  à 

et  ne  s'annule  qu'une  fois  pour  des  valeurs  finies  de  a, 
quand  ^  est  très  petit.  On  verrait  de  même  que  la  courbe 
coupe  A^B^  en  deux  points  voisins  du  point  O;  il  serait  d'ail- 
leurs facile  de  dire  si  ces  points  sont  au-dessus  ou  au-dessous 
de  OS  et  de  OT,  qui,  étant  des  limites  de  sécantes,  sont  évi- 
demment des  tangentes.  Le  point  O  est  donc  singulier  et 
deux  branches  de  courbe  viennent  s'y  croiser:  c'est  un  point 
double  ou  nœud  simple. 

2^  Si/n  4-  '^cif\^  H-  ci'f22  n'est  pas  décomposable  en  fac- 
teurs réels,  l'équation  (3)  conserve  le  signe  de  ce  trinôme 
(qui  ne  s'annule  jamais)  pour  de  petites  valeurs  de  ?;  il  n'y 
a  donc  pas  de  points  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point 
O  qui  est  alors  un  point  isolé  ou  conjugué. 

3"^   Si  /<  <  -f-  laf^o  +  CL-f22  est  un  carré  parfait,  alors 

/i%-/ll/22-0, 

et  (3)  peut  s'écrire 

Traçons  la  droite  OT  qui  a  pour  coefficient  angulaire  a;  a 
tend  vers  a  pour  ?  ^=  o  ;  cette  droite  OT  est  donc  une  tangente. 
Si  l'on  fait  a  =  a,  pour  ^  >  o  le  premier  membre  de  (5)  a  le 
signe  de  Q  ;  pour  d'autres  valeurs  de  a,  il  est  positif;  si  donc  Q 
est  positif,  il  n'y  a  pas  de  rencontre  de  la  courbe  avec  AB,  mais 
certainement  il  y  a  alors  rencontre  avec  A'B';  car,  pour  a  =  a, 
le  premier  membre  de  (5)  est  négatif  et,  pour  d'autres  valeurs 
de  rt,  il  est  positif;  on  peut  donc  dire  qu'il  y  a  au  moins  deux 
rencontres,  l'une  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  la  tangente, 
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sur  A'B',  et  qu'il  n'y  en  a  que  deux,  si  l'on  observe  que  la 
dérivée  du  premier  membre  de  (5)  est  2/00 (a  —  a)+i  -t^ ^ 

et  ne  s'annule  qu'une  fois  pour  de  petites  valeurs  de  ^. 

INous  avons  supposé  Q  positif  pour  a  =  ol  :  on  serait  arrivé 


Fi§ 

.  3i. 

B' 

-Ti       jB 

Y 

0      |A              l 

1 

à  des  résultats  analogues  en  le  supposant  négatif.  Mais,  quand 
Q  peut  changer  de  signe  avec  ^,  il  faut  modifier  notre  raison- 
nement :  on  fait  alors 


B$  +  GJ2 


et  (5)  devient 

(0)  M{a~y.y-^-k^ 


B^2 


Supposons  seulement  A  =  o,  pour  a  =  a  :  alors  le  premier 
membre  de  (6)  a  le  signe  de  B;  si  donc  B  est  négatif,  comme 
pour  <2^a,  ce  premier  membre  a  le  signe  -j-,  la  courbe  ren- 
contre AB  et  A'B'  chacune  en  deux  points;  la  courbe  se  com- 
pose en  O  de  deux  branches  tangentes  entre  elles.  Si  B  est 
positif,  on  ne  peut  plus  rien  affirmer,  et  il  convient  de  modi- 
fier la  théorie  ;  posons  alors 

a  =  a  +  a'^, 

la  formule  ((S)  deviendra 

L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  11 


l62  CHAPITRE    III. 

Aq,  Bq,  .  .  .  désignant  les  valeurs  de  A,  B,  ...  pour  a  =  a; 
celte  équation  peut  s'écrire,  en  divisant  par  Ç-  et  en  observant 
que  Ao=  o, 


(7)      /22a'2  4-A;a'+Bo-l-^ 


A'' 


1 


Si  le  trinôme  en  a.'  indépendant  de  ^  est  toujours  positif,  a' 
est  imaginaire  et  O  est  un  point  isolé;  si  ce  trinôme  peut  s'an- 
nuler, a  prend  deux  valeurs  réelles  a  +  a'ç  et  a -h  [5'ç,  et  la 
courbe  se  compose  de  deux  branches  situées  de  part  et  d'autre 
ou  du  même  côté  de  la  tangente  commune,  suiv^ant  que  ol'  et  ^' 
sont  de  signes  contraires  ou  de  même  signe. 

Si  le  trinôme  en  a'  a  ses  racines  égales,  l'équation  (7)  a 
deux  racines  égales  :  si  le  coefficient  de  Ç  est  positif  quand 
^  est  négatif,  a  a  alors  deux  valeurs  de  la  forme 

a  +  (  a'  +  Si)  ç     et     a  +  (  a'  +  £2  )  ^, 

£,  et  £2  étant  très  petits  par  rapport  à  a';  la  courbe  se  présente 
donc  sous  la  forme  de  deux  branches  situées  d'un  même  côté 
de  la  tangente  commune,  et  il  est  clair  qu'elle  ne  coupe  qu'une 
des  parallèles  AB,  A'B'  :  le  point  O  est  alors  un  rehroussement 
de  seconde  espèce.  Ces  conclusions   sont  en  défaut  quand 

—  -f-  B^a'  +  .  .  . ,  coefficient  de  5,  est  nul;  on  voit  comment 

on  devrait  d'ailleurs  continuer  la  discussion. 

En  résumé,  si /h,  f^^i  fii  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  la 
courbe  a  en  ^,  jk  un  point  singulier;  ce  point  est  alors  dit 
point  singulier  ordinaire. 

Si /h/22 — /î^n'est  pas  nul,  deux  branches  de  courbe, 
réelles  ou  imaginaires,  se  coupent  en  O  et  l'on  a  un  point 
double  réel  ou  imaginaire;  ^^  f\ifii — f^i^^^  nul,  on  dit 
que  l'on  a  un  rehroussement  :  les  deux  branches  de  courbe 
passant  en  x^  y  sont  tangentes. 
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VII.  —  Points  singuliers  extraordinaires. 

Conservons  toujours  les  mêmes  notations  que  dans  les  pa- 
ragraphes précédents.  Si/^^,/^2,  /oo  sont  nuls  en  même 
temps  que/,,  /s,  /,  le  point  {x,  y)  est  encore  un  point  sin- 
gulier, comme  nous  allons  le  voir;  on  dit  alors,  pour  des 
raisons  que  l'on  comprendra  plus  loin,  que  le  point  singulier 
est  extraordinaire.  Pour  discuter  ce  cas  dans  toute  sa  géné- 
ralité, nous  supposerons  qu'ayant  mis  l'équation  de  la  courbe 
sous  la  forme  f{x  +  q,  jk  +  '/])  =  o,  on  la  développe  par  rap- 
port aux  puissances  de  \  Ql'(\.  On  obtiendra  un  résultat  de  la 
forme 

(,)  ^A^'V=o; 

-/]  aura  alors  diverses  valeurs  infiniment  petites  de  divers 
ordres  par  rapport  à  \.  On  déterminera  les  ordres  de  ces 
diverses  racines  comme  il  a  été  expliqué  (p.  i49  et  102)  : 

ayant  adopté  un  ordre  -  pour  y],  on  décomposera  le  premier 

membre  de(i)en  groupes  de  termes  de  même  ordre,  et  l'on  fera 

^  —  ±:  iC^^         Tj  =  auV-,         a  =   ^  • 

L'équation  (i),  en  divisant  par  une  puissance  convenable 
de  u^  prendra  alors  la  forme 

(2)  <:^{a)-\- uy{a)-iû-']^{a)  —  .  .  .=  0, 

o(a),  •/(«),  ^(<^)  désignant  des  fonctions  entières.  Si  l'on 
suppose  i  et  par  suite  u  très  petits,  l'équation  (2)  ou  (i)  de 
la  courbe  devient  sensiblement  ^{a)  =  o.  Si  «0  est  une  ra- 
cine réelle  simple  de  cp(a)  =  o,  le  premier  membre  de  (2) 
change  de  signe  quand  on  remplace  a  par  «q  4-  h  et  «o —  à, 
pourvu  que  ^  et  par  suite  u  soient  assez  petits.  A  cette  racine 
correspond  une  branche  de  courbe  et  une  seule,  car  la  dé- 
rivée du  premier  membre  de  (2)  est  o'{a)  +  uy'(a)  -h .  .  . 
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et  a  le  signe  de  ^'{a),  qui  par  hypothèse  n'est  pas  nul;  cette 
dérivée  ne  changeant  pas  de  signe  de  a^  —  Ji  k  ciq  +  h,  il  ne 
peut  y  avoir  qu'une  racine  de  (2)  dans  cet  intervalle  [cette 
branche  coupe  d'ailleurs  AB  et  A'B',  si  y'(«o)  n'est  pas  nul]. 
Si  ciq  est  une  racine  multiple  de  o(a)  =  o,  d'ordre  de  mul- 
tiplicité/? par  exemple,  (2)  prendra  la  forme 

{a  —  ao)P  0(a)-î-  u  x(a)-h  u^  'j'C^)  -i-. .  .  =  o. 

La  discussion  n'offrira  pas  de  difficulté  si  y  {a a)  est  différent 
de  zéro;  mais,  si  y^{cio)  =  o,  on  posera 

a  =  a,)  -T-  ua', 

et  l'on  procédera  comme  on  l'a  indiqué  pour  la  discussion 
d'un  point  ordinaire. 

A  un  point  de  vue  purement  analytique,  quand  les  dérivées 
du  premier  ordre  de  y  sont  nulles,  le  point  (^x,  y)  est  un  point 
double,  et  les  tangentes  au  point  double  ont  pour  équation 

ou,  avec  les  axes  primitifs, 

En  général,  soit  p  l'ordre  de  la  première  différentielle  de  / 
qui  ne  s'annule  pas.  On  aura  symboliquement 

£  désignant  un  infiniment  petit  de  l'ordre  (p  H-  i);  les  points 
[X  +  ^),  (y  -h  T, )  étant  sur  la  courbe,  on  aura 

Divisons  par  ^p,  nous  aurons 


fv 


M 


s'  s'annulanl  avec  ^;  si  l'on  appelle  a  la  limite  du  rapport  ~ 
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c'est-à-dire  du  coefficient  angulaire  de  la  droite  joignant  le 
point  (^,  y)  au  point  (x  -f-  ^),  {y  -j-  Tj),  on  aura 

(P)  (fi-^cif,y^^  =  o. 

Cette  équation  montre  que  la  courbe  a  p  tangentes  au  point 
{x,y)  et  que  leurs  coefficients  angulaires  a  sont  donnés  par 
la  formule  (P).  L'équation  des  tangentes  elles-mêmes  sera 

donc 

[(X_^)/,-(Y-j)/,](/^)  =  o 

et,  en  coordonnées  homogènes, 

[X/i-i-Y/2  +  Z/3](/»=o. 

Elles  sont  au  nombre  de/?,  réelles  ou  imaginaires,  et  l'on  dit 
que  le  point  (x,  y)  est  multiple  d'ordre  p.  Le  nœud  peut 
n'être  pas  apparent;  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si 
deux  branches  de  courbe  imaginaires  se  croisaient  en  un 
point  M  d'une  branche  réelle;  mais,  analytiquement,  le 
point  présentera  les  caractères  d'un  point  singulier.  Ainsi,  en 
général,  si  un  point  [x,  y)  est  multiple  d'ordre  p,  toutes  les 
dérivées  de  f,  jusqu'à  l'ordre  p  —  i  inclusivement,  sont 
nulles  en  ce  point,  et  réciproquement  d'ailleurs. 

Cette  condition  se  traduit  en  coordonnées  homogènes  en 
disant  qu'en  un  point  multiple  d'ordre  p,  toutes  les  déri- 
vées d'ordre  p  —  i  du  premier  membre  de  l'équation  de  la 
courbe,  relatives  àx,  y,  z.  sont  nulles. 

En  effet  : 

►     i*^  Si  l'on  a 
/l=0,  /2=0,  /=0, 

la  dernière  équation  peut  s'écrire 

^/i-+- 7/2  +  ^/3  =  0 

et,  en  vertu  des  deux  premières,  elle  devient  /ij  =  o. 
2'^  Si  l'on  a 

f=0,  /i=0,  /2=0,  /ll=0,  /i2=0,  /22  =  0, 
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on  aura 

/i=o,        /2  =  o,        /3  =  o; 

ces  équations  peuvent  s'écrire 

^/ll+j/l2^Vl3  =  0, 
^/21+7/22-i-  ^23=  O, 
^/31 -^7/32  +  ^33  =  0, 

et,  en  vertu  de  /i  i  =  o,  /^o  ^=  o^  /22  =  o?  elles  deviennent 

/l3  =  O,  /23  =  O,  /33  =  O, 

et  ainsi  de  suite. 

Ce  sont  aussi  les  conditions  pour  quune  courhe 

donnée  en  coordonnées  trilinéaires  ait  au  point  (^,7,  ^) 
un  point  multiple  d^  ordre  p. 

En  effet,  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point  (^,  J',  ^), 
sont  liées  aux  coordonnées  rectangulaires  homogènes  Ç,  rj,  Ç, 
au  moyen  d'équations  telles  que 


(0 


dont  le  détet"minant  n'est  pas  nul;  on  peut  donc  aussi  expri- 
mer Ç,  71,  X^  en  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  x^y,  z. 
Les  formules  relatives  au  changement  de  variable  permettent 
de  calculer  les  dérivées  d'ordre/?  —  i  de/  relatives  k  x^y^  z 
en  fonction  des  dérivées  de  /relatives  à  ^,  r,,  Ç,  et  cela  sous 
forme  homogène  et  linéaire,  et  vice  versa.  Donc,  si  les  déri- 
vées d'ordre/?  —  i  relatives  à  x^y,  z  sont  nulles,  celles  qui 
sont  relatives  à  Ç,  Tj,  Ç  le  sont  aussi,  et  vice  versa. 
L'expression  symbolique 

(X/,-i-Y/2  +  Z/3)(/') 

est  un  covariant;  par  une  substitution,  telle  que  (i),  elle  se 


X 

= 

«e 

-{- 

br, 

-h  C 

r 
^5 

y 

= 

a-i 

-j- 

b'r, 

4-  c' 

Y 

z 

= 

a'i 

-+- 

b"r^ 

-+-  C 

■?, 
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trouve  multipliée  par  le  déterminant  de  la  substitution  élevé 
à  une  puissance  convenable;  on  peut  en  conclure  que 

est,  en  coordonnées  trilinéaires,  l'équation  de  l'ensemble  des 
tangentes  menées  à  la  courbe/=:  o  au  point  (^,^,  5)  singulier 
d'ordre/?. 

VIII.  —  Remarques. 

Soit  (/i  ?  -\-  f2'^yP^^^  le  premier  émanant  de /qui  ne  s'an- 
nule pas;  il  est  facile  de  voir  que 

est  l'équation  des  tangentes  au  nœud  et  de  trouver  l'ordre  de 
leur  contact  avec  la  courbe.  En  effet,  l'équation  de  la  courbe 
est 

£  désignant  des  termes  d'ordre  supérieur  à  />+  i.  Si  l'on 
prend  des  coordonnées  polaires  et  si  l'on  pose 

^  =  rcosO,         Y]  =  r  sin6, 

l'équation  de  la  courbe  devient,  après  la  suppression  du  fac- 
teur 7^^+% 

(/iCOs6-i-/2sinO)(/^+i)-l-rw  =0, 

to  désignant  une  quantité  finie  pour  r  =  o.  On  voit  que  la 
droite  qui  fait  l'angle  8  quelconque  avec  l'axe  des  x  coupe  la 
courbe  en/>  -+-  i  points  confondus  fixes  et  en  d'autres  points 
variables;  quand  B  tend  vers  une  valeur  qui  annule 

(/icos0+/2sin0)(p+i), 

une  autre  valeur  de  r  au  moins  tend  vers  zéro  :  le  rayon  r 
correspondant  devient  donc  tangent  à  la  courbe;  l'ordre  de 
son  contact  dépendra  du  nombre  des  termes  qui  s'annuleront 
pour  (/<  cosB  4-/2  sinO)^/'+*^  =  o,  c'est-à-dire  du  nombre  des 
points  d'intersection  variables  de  la  sécante  qui  devient  tan- 
gente. 
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Pour  savoir  de  quel  côté  la  courbe  est  placée  dans  le  voisi- 
nage du  nœud  par  rapport  à  ses  tangentes,  on  peut  suivre  le 
procédé  que  voici,  plus  simple  que  celui  cpie  nous  venons 
d'exposer,  mais  qui  a  sur  lui  l'inconvénient  de  n'être  pas 
toujours  applicable.  Supposons  toujours  que  le  premier  éma- 
nant dey,  qui  ne  s'annule  pas  identiquement,  soit 

{M -^  M)' ''"-'': 

soit  T  un  de  ses  facteurs  linéaires  réels  ;  mettant  ce  facteur  en 
évidence  dans  tous  les  émanants,  on  résoudra  l'équation  de 
la  courbe  par  rapport  à  ce  facteur,  et  l'on  aura 

T  —  O  =  o. 

On  partagera  le  plan  en  deux  régions  R,  et  Ro  *  dans  l'une, 
T  sera  positif;  dans  l'autre,  il  sera  négatif.  Si  Q  a  toujours  le 
même  signe,  il  n'y  aura  de  points  de  la  courbe  que  dans  l'une 
des  régions  R,,  R2.  Si  ù  peut  changer  de  signe,  il  y  aura  des 
points  de  la  courbe  dans  les  deux  régions. 

Il  ne  s'agit,  bien  entendu,  que  des  points  infiniment  voisins 
du  point  [x^  y). 

IX.  —  Théorie  des  asymptotes. 

On  sait  que  l'on  appelle  asymptote  d'une  branche  infinie 
d'une  courbe  une  autre  courbe  dont  celle-ci  s'approche  indé- 
finiment, de  manière  que  la  différence  des  ordonnées  de  ces 
courbes  ait  pour  limite  zéro  ou,  plus  exactement,  de  manière 
que  la  distance  d'un  point  de  l'une  de  ces  courbes  à  l'autre 
tende  vers  zéro.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la 
recherche  des  asymptotes  rcctilignes. 

On  sait  que  les  coefficients  angulaires  c  des  asymptotes  sont 

donnés  par  la  formule  c  =  lim— ?  et  que  leurs  ordonnées  à 

l'origine  /  sont  données  par  la  formule  /=  liiTi(j^'  —  cx)\  les 
asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  jk  ont  d'ailleurs  pour  abscisses 
les  valeurs  finies  de  x  qui  rendent  j^  infini. 
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Occupons-nous  d'abord  de  la  recherche  des  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  des  y  d'une  courbe  algébrique;  à  cet  effet, 
ordonnons  l'équation  de  la  courbe  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  dey;  nous  aurons 

(i)  Xo7'«  +  Xi7'"-i  -4-  X27'"-2-t-. .  .4-  X;„  =  o, 

Xo,  X,,  ...  désignant  des  polynômes  entiers  en  x]  en  divi- 
sant par j'^,  on  a 


(2)  Xo-4-Xi+  _Lx,H-...+  4 

7  j2  y,, 


si  l'on  suppose  t'  =  ce  ,  cette  équation  se  réduit  à  Xq  =  o,  et 
les  valeurs  finies  de  x  qui  rendent  y  infini  sont  racines  de 
l'équation  Xo  =  o.  Ainsi,  au  point  de  vue  algébrique,  la 
question  est  résolue  ;  au  point  de  vue  géométrique,  il  convient 
d'examiner  de  quelle  façon  la  courbe  est  placée  par  rapport 
à  son  asymptote. 

1"  Supposons  que,  pour  la  valeur  a  qui  annule  Xq,  on  ait 
X^  ^  o  ;  alors  on  peut  mettre  l'équation  (2)  sous  la  forme 

Xo+-^(Xi  +  s)=o, 

£  désignant  une  quantité  que  l'on  pourra  supposer  moindre 
que  Xi  en  valeur  absolue.  On  en  tire 

X[  -f-  £  ^ 

y  ^^        Y     ^ 

alors  la  courbe  proposée  aura  ses  branches  disposées,  par 
rapport  à  l'asymptote,  comme  celles  de  la  courbe 

Xi 

On  voit  que,  si  a  est  racine  simple  de  Xq  =  o,  la  courbe  aura 
deux  branches  situées  de  part  et  d'autre  de  l'asymptote;  si, 
au  contraire,  a  est  racine  double  ou  d'ordre  de  multiplicité 
pair,  deux  branches  seront  asymptotes  d'un  même  côté. 
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2°  Supposons  que  pour^=  aon  ait  non  seulementXo  =  o. 
mais  encore  X^  =  o,  on  peut  faire 


I 


l'équation  de  la  courbe  se  transforme  alors  en  une  autre 
entièreen  ^  et  t).  On  peut  considérer  ?  et  tj  comme  des  coor- 
données courantes  :  la  nouvelle  équation  pourra  alors  être  con- 
sidérée comme  celle  d'une  courbe  c'  qui  passera  par  l'origine  ; 
on  discutera  la  forme  de  cette  courbe  en  appliquant  les  prin- 
cipes développés  aux  paragraphes  précédents,  elle  pourra 
présenter  une  singularité,  et  de  sa  forme  on  déduira  celle  de 
la  courbe  proposée  c  en  remarquant  que  l'ordonnée  de  cette 
dernière  est  l'inverse  de  l'ordonnée  de  la  première  corres- 
pondante à  la  même  abscisse.  Cette  méthode  s'applique,  bien 
entendu,  également  au  cas  où  X4  ne  serait  pas  nul  en  même 
temps  que  Xq. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  c'  présente  une 
branche  unique  traversant  l'axe  des  ^,  la  courbe  proposée  c 
présentera  deux  branches  infinies  asymptotes  à  l'axe  desT]  ou 
à  la  droite  œ  =z  a^  situées  l'une  au-dessus,  l'autre  au-dessous 
de  l'axe  des  œ.  Si  la  courbe  c'  présente  une  branche  unique 
tangente  à  l'axe  des  œ,  la  courbe  c  présentera  deux  bran- 
ches infinies  asymptotes  à  la  droite  x  =  a^  situées  du  même 
côté  de  l'axe  des  x  que  la  branche  de  la  courbe  c'. 

Si  la  courbe  c'  présente  un  nœud  simple,  chaque  branche 
du  nœud  donnera  lieu  à  deux  branches  asymptotes  à  la  droite 
X  ^=  a  appartenant  à  la  courbe  c.  Un  rebroussement  donnera 
lieu  ordinairement  à  deux  branches  infinies  de  c,  asymptotes 
d'un  même  côté  de  la  droite  x  =  a,  etc. 

D'ailleurs  nous  allons  exposer  une  méthode  générale  pour 
la  recherche  des  asymptotes  des  courbes  algébriques  ;  cette 
méthode  semble  ne  pas  s'appliquer  à  la  recherche  des  asym- 
ptotes parallèles  à  l'axe  des  j^,  mais  avec  un  peu  d'attention  on 
verra  sans  peine  qu'elle  est  tout  à  fait  générale. 
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X.  —  Cas  général. 

Décomposons  l'équation  de  la  courbe  en  groupes  homo- 
gènes, nous  aurons  un  résultat  de  la  forme 

(i)  ?m('^»7)  +  ?/«-i(^5  7)-+-.--+?o(-2^,7)=  o, 

cpi(^,  j)/)  désignant  en  général  une  fonction^!bmogène  de  degré 
i.  Divisons  par  x"^  et  posons  -  =  c,  remplaçons  ^^(i,  c)  par 
cp/(c)  :  nous  aurons 

(2)  cp,„(c)+  -cp„,_i(c)-t-  ^  cp,,,_2(c)+...=  o; 

quand  on  fait  croître  x,  cette  formule  se  transforme  en 

?/«(c)=o, 

qui  fournit  alors  les  valeurs  finies  de  la  limite  de  -  ou,  si  l'on 

veut,  les  coefficients  angulaires  des  asymptotes.  Pour  trou- 
ver les  ordonnées  à  l'origine  des  asymptotes  de  coefficient 
angulaire  c,  on  posera 

et  l'on  cherchera  la  limite  de  o  ;  c'est  cette  limite  qui  fournira 
l'ordonnée  à  l'origine  correspondant  aux  asymptotes  dont  le 
coefficient  angulaire  est  c:  la  formule  (i)  divisée  par  x"^  don- 


nera 

alors, 

en  remplaçant  -  par  c  -H 

0 
X 

^m\ 

(             S' 

CH 

^           ^1 

k 

5  ?».-.(«  + 

Xj 

c'est- 

-à-dire 

-^—1   Y^">n{c)  ^  +cp;,,_i(c)  -  +cp,„_2(c)     +...=  0; 
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or,  o„i{c)  étant  nul,  on  peut  écrire 

/  ô 

(3)  ' 

équation  qui,  pour  ^  =  00  ,  donne_,  en  passant  aux  limites  et 
en  appelant  /  la  limite  de  0, 

d'où 

Si  donc  ^'fji{c)  n'est  pas  nul,  on  aura  une  asymptote  corres- 
pondant au  coefficient  c;  mais,  si  'f'„X^)  ^^^  ^"^?  l'équation 
'^m{c)  aura  une  racine  double,  et  /  sera  infini,  à  moins  que 
l'on  n'ait  cp„i_i(c)  =  o.  Dans  ce  cas,  la  formule  (3)  donnera, 
en  multipliant  par  x^ 


H 


et,  pour  c2;  =  GO  ,  /  sera  déterminé  par  l'équation 


C5, 


on  aura  alors  deux  asymptotes  correspondant  à  la  valeur  c 
du  coefficient  angulaire..  On  voit  comment  on  continuerait 
cette  recherche  si  'j'J^,  'f',;^_,  et  ^m-i  étaient  nuls. 

Revenons  maintenant  sur  cette  discussion.  Supposons  les 
axes  de  coordonnées  tellement  choisis  qu'il  n'y  ait  pas 
d'asymptotes  parallèles  aux  axes  :  alors  l'équation  o^(c)  dé- 
termine m  coefficients  angulaires,  égaux  ou  inégaux  ;  à  chaque 
valeur  simple  de  c  correspond  une  et  une  seule  valeur  de  /, 
finie  ou  infinie;  donc,  en  général, 

Une  courbe  cV ordre  m  a  m  asymptotes. 
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Ce  théorème  ne  tombe  pas  en  défaut  quand  c  est  racine 
double,  triple,  etc.,  de  çp„i(c)=o;  nous  avons  vu  en  effet 
cpi'à  une  pareille  valeur  de  c  correspondaient  deux,  trois,  etc. 
asymptotes,  réelles  ou  imaginaires,  situées  à  distance  finie  ou 
infinie,  confondues  ou  non. 

Au  point  de  vue  purement  analytique,  la  question  est  ré- 
solue; au  point  de  vue  géométrique,  il  reste  à  indiquer  la 
disposition  des  branches  infinies  de  la  courbe  par  rapport  à 
ses  asymptotes. 

L'équation  (3)  n'est  autre  chose  que  l'équation  même  de 
la  courbe,  pourvu  que  l'on  y  considère  o  comme  égal  à^'  —  cx\ 
si  l'on  y  fait 

0  =  /  -4-  £, 

£  représentera  la  différence  entre  l'ordonnée  de  la  courbe  et 
l'ordonnée  de  l'asymptote.  En  effet,  cette  formule  donne 

y  —  ca7  =  Y  —  c.r-4-s         ou        j)/  — Y  =  c, 

Y  désignant  l'ordonnée- de  l'asymptote,  y  celle  de  la  courbe 
pour  l'abscisse  x.  La  substitution  ù^l^t  dans  (3)  trans- 
forme cette  équation  comme  il  suit,  en  observant  que 

^?/«(c)^-cp,„_i(c) 
est  nul  : 

I  r  (  /  -  ^  )2  /  -i-  £  "1 

£'-?m(c)-H  ^      i'nXc) j-^  -^  ?/«-l(c)  —^ ^  cp,,,_2(c)J  -f-.  .  .  =  0. 

Une  discussion,  semblable  à  celle  qui  a  été  faite  à  propos  des 
points  singuliers,  montrera  si,  pour  de  grandes  valeurs  de  x^ 
£  est  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  si  la  courbe  est  au-dessus 
ou  au-dessous  de  son  asymptote. 

Supposons  que  -  tende  vers  o;  l'équation  précédente,  en 

général,  s'écrira 

(4)     £o;,,(c)-^-  ^  Um(c)  77^-^?'"i-l(^)  7  -^?m-2(c)J-i-W  =0, 

w  désignant  un  ensemble  de  termes  d'ordre  supérieur  aux 
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précédents;  appelant  A  le  coefficient  de  -,  on  aura  sensible- 
ment 

-_  i      A 


On  voit  que  £  change  de  signe  avec  -;  d'ailleurs  il  est  réel, 

car,  si  l'on  considère  le  produit  £^  =  a  comme  variable,  la 
dérivée  du  premier  membre  de  (4),  qni  peut  s'écrire 

acp^. -4-  A  -4-  w  =  o, 

est  cp^.  -|-  —  et  conserve  son  signe  pour  de  grandes  valeurs 

de  X.  Pour  a-=z ^^—   dz  A,  ce  premier  membre  change 

de  signe;   donc  l'équation  en  a  a  une  et  une  seule  racine 

A  .  .1 

entre -, zt  li.  Puisque  s  chano^e  de  siene   avec  ~^  la 

courbe  est  en  général  située  de  part  et  d'autre  de  son  asym- 
ptote, et  à  une  asymptote  réelle  correspond  une  branche  de 
courbe  réelle;  mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi. 

Si,  par  exemple,   dans  (4),  le  coefficient  de  -  était  nul, 

c'est-à-dire  si  l'on  avait  cp'^(c)=o,  cp'^_^  (c)^  o?  'f/?i-2(c)  =  o, 

£  serait  de  même  ordre  que  —  et  ne  changerait  plus  de  signe 

avec  X'.  deux  branches  de  courbe  seraient  alors  situées  d'un 
même  côté  de  l'asymptote.  Mais  il  n'est  pas  nécessaire  de 
pousser  cette  discussion  plus  loin,  à  cause  de  l'analogie 
qu'elle  présente  avec  celle  des  points  singuliers. 

XI.  —  Équation  des  asymptotes. 

Conservons  les  notations  du  paragraphe  précédent  et  sup- 
posons c  racine  d'ordre  de  multiplicité  i  de  (p;,i(i  ,c)  =  o  ; 
supposons  d'une  manière  générale  l'ordonnée  /  donnée  par 
l'équation 

irn^^J  II   ^   fm-1    (j_  ^^!    -t-...-0. 
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Gomme  l'équation  d'une  asymptote  est  de  la  forme 

on  aura  l'équation  de  l'ensemble  des  asymptotes  en  éliminant 
/  entre  ces  deux  formules,  ce  qui  donnera 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  forme  remarquable. 
Posons  c=  —  ^;  elle  pourra  s'écrire 


^  ?L('^^  '-  ?7)'-^  lié^l  't',n^.('^^  -  ^7)'-^  ?+...=  o 


on  bien 

/     I    d'(s 


'l^i^xx^^jy 


}  il     d^i 
mais,  la  fonction  '-Om  étant  homogène,  on  a  symboliquement 

L'expression 

s'annule  donc  pour  x  ^=  y.  et  jk  =  [^,  et  même  s'annule  i  fois 
pour  ^  =  a  et  jK  =  ^5  puisque  '■o)~\c)  =  o;  on  peut  donc  po- 
ser, en  appelant  G  un  facteur  fini  pour  ^  =  a,  jr  =  i3, 

si  l'on  fait  jc  1=  o,  on  a 
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d'où  l'on  tire,  en  multipliant  en  croix, 


P'-i  fx 


La  formule  (2)  devient  alors 


7 


(«■  — i)!V         (^a  -"       ()i3 

mais  on  a,  en  appelant/(^,  jk,  ^)  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  courbe, 

^m(a,  P)=/(a,  p,  y)         pourY  =  o, 
^,n-iicL,^)=  -  — ,         cp,„_2(a,  p)=  —  ^,    •••   pourY=o; 
(3)  s'écrit  alors 


K" 


rV  â/y  I  T  r)   /      r)/-  df 


ô%  '^^  d'p)    "^  1   (i  — 1)!   dyV'^  ^:c    '  ^  t),3 


OU,  multipliant  par  i\ 


(      df  df\i  i     à   [ 


àf  ^      ai- 


1.2      dy'V    ^2^    '  "^^l^ 


Cette  dernière  équation  peut  évidemment  se  mettre  sous  la 
forme  symbolique 

âa    '  '     ô'^j  d^( 


(4)  {^±-^y.,o 


toujours  en  supposant  y  =  o  et  ^  =  i .  Cette  forme  est  bien 
remarquable.  En  effet,  elle  convient  à  tous  les  cas,  même  au  cas 
où  l'on  aurait  affaire  à  des  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  j'; 
en  second  lieu,  elle  met  en  évidence  ce  fait  que,  si 


ÉTUDE    DES    POINTS    SINGULIERS.  I77 

sont  nuls,  il  y  a  i  asymptotes  de  même  coefficient  angulaire 

c=  ->  que  les  dérivées  - — -k^. —  sont  toutes  nulles,  et  que 

a     ^  daP  d'p'l  dy  ^ 

les  équations  de  ces  asymptotes  sont  de  la  même  forme  que 
celles  des  i  tangentes  en  un  point  singulier  qui  serait  d'ordre  i 
et  qui  aurait  pour  coordonnées  homogènes  a,  p  et  y  =  o  ;  donc 
on  peut  dire  que  : 

Toute  asymptote  ayant  pour  coefficient  angulaire  - 

est   une    tangente  à    l'infini   au   point    de    coordonnées 

a,[3,Y  =  o(^). 

Si  i  asymptotes  sont  parallèles  à  la  direction  -,  elles 

sont  tangentes  au  même  point  singulier  d'ordre  i  à  l'in- 
fini, a,  p,  o. 

Si,  dans  l'équation  de  la  courbe 

(5)  f{x,y,  z)  =  o, 
on  fait 

(6)  ^  =  ^o"ap,        j=jo-i-{3p,        ^  =  ^o-i-T?,        T=o, 
elle  devient 

7)  P'V(^'  [ii,  Y)-f- p'«-iPi-H  p'«-2p,  _L_.=  o, 

P/  désignant  [x^  —  +jro  Aa~^  ^^  ai  symboliquement.  Cette 


équation  a  pour  racines  les  p  des  points  d'intersection  de  la 
droite  (6)  et  de  la  courbe  (5).  Si  l'on  suppose /(a,  [3,  y)  ^=  o 
[ou  ^m{c)  =  o],  la  direction  de  la  droite  (6)  est  celle  d'une 
asymptote;  la  formule  (7)  montre  qu'elle  rencontre  la  courbe 
en  un  point  à  l'infini.  Ainsi  : 

Les  parallèles  aux  asymptotes  rencontrent  la  courbe  à 
l'infini  (et  en  m  —  i  points  seulement  à  distance  finie). 

Si  non  seulement  on  pose  /(a,  p,  y)  =  o,  mais  encore  si 

(')  Il  est  bien   entendu   que  cette  proposition  ne  s'applique  pas  à  des 
courbes  transcendantes  quelconques. 

L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  12 
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l'on  choisit  Xq^Yq^Zq  de  telle  sorte  que  P,  =  o,  c'est-à-dire, 
en  définitive,  si  la  droite  (6)  est  une  asymptote,  elle  rencontre 
la  courbe  en  deux  points  à  l'infini.  Ainsi  une  asymptote 
coupe  la  courbe  en  deux  points  situés  à  l^ infini. 

Si  toutes  les  dérivées  de/sont  nulles  jusqu'à  l'ordre  t  inclu- 
sivement, on  a  P/=  o;  le  point  (^oîJKo?  -So)  est  alors  sur  l'une 
des  i  asymptotes  parallèles  à  la  direction  a,  p,  y  ;  la  droite  (6) 
est  une  de  ces  asymptotes.  Ainsi  : 

Quand  i  asymptotes  sont  parallèles,  elles  rencontrent  la 
courbe  en  i  points  situés  à  V infini. 

XII.  —  Étude  des  points  à  l'infini. 

Le  nouveau  point  de  vue  auquel  on  peut  considérer  les 
asymptotes  des  courbes  algébriques,  et  qui  permet  de  les 
regarder  comme  des  tangentes  à  l'infini,  est  fécond  ;  il  permet 
de  trouver  ces  droites  en  coordonnées  trilinéaires;  il  permet 
aussi  de  classer  les  asymptotes  et  leurs  points  de  contact 
comme  les  points  singuliers. 

Pour  trouver  les  asymptotes  d'une  courbe 

on  pourra  faire  ^  ==  o,  résoudre  l'équation /(^,  y^  o)  =  o  et 
chercher  les  tangentes  aux  points  x,  y,  racines  de  cette  équa- 
tion. La  courbe  aura  des  points  singuliers  à  l'infini  si  l'on  a, 
pour  2  =  0, 

^=^'  dj^^'  ^=^' 

ces  j)oints  pourront  être  des  rebroussements  ou  des  points 
doubles,  triples,  etc. 

Ainsi,  deux  asymptotes  confondues,  c'est-à-dire  pour  les- 
quelles l'ordonnée  à  l'origine  sera  la  même,  devront  être 
considérées  comme  des  tangentes  en  un  point  de  rebrousse- 
ment,  etc. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  à  moins  que  nous  ne  prévenions 
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expressément  du  contraire,  quand  il  sera  question  des  points 
singuliers  d'une  courbe,  il  faudra  compter  parmi  ces  points 
ceux  qui  sont  à  l'infini. 

Remarque.  —  Il  peut  arriver  que  la  résultante  de  deux 
équations  de  degrés  m  et  n  soit  d'un  degré  inférieur  à  mn, 
au  moins  en  apparence.  Cela  a  lieu  quand  on  ne  tient  pas 
compte  des  racines  infinies  de  la  résultante. 

Lorsqu'on  veut  avoir  le  nombre  de  solutions  finies  des 
deux  équations,  il  faut  retrancher  du  nombre  mn  le  nombre 
des  solutions  infinies;  or  la  théorie  des  asymptotes  fait  pré- 
cisément'connaître  le  nombre  et  la  nature  des  points  à  l'in- 
fini; il  est  donc  facile  de  voir  en  combien  de  points  les  deux 
courbes  qui  représentent  les  deux  équations  se  rencontrent 
à  l'infini;  en  défalquant  ce  nombre  de  mn,  on  aura  le  nombre 
des  solutions  finies  des  deux  équations  proposées  et  par  suite 
le  degré  de  la  résultante. 


Exemple  : 


-^  -ixy  -^  y-  -\-  x  ~- y  =  o. 


Les  courbes  représentées  par  ces  équations  ont  un  contact 
simple  à  l'infini  sur  la  droite  ^  H- :r  =  o,  la  tangente  est  la 
droite  de  l'infini;  donc  elles  ont  deux  points  communs  à 
l'infini  et,  par  suite,  6  —  2  =  4  points  communs  à  distance 
finie. 

XIII.  —  Sur  les  tangentes  singulières. 

Si  l'on  considère  une  équation  en  coordonnées  tangen- 
tielles  ç,  Tj,  les  principes  du  Calcul  difl'érentiel  ne  s'ap- 
pliqueront point  aux  droites  pour  lesquelles  Yj  ou  -7^  serait 

discontinu  ou  indéterminé  :  ces  droites  sont  des  tang^entes 
singulières.  On  fera  une  théorie  des  tangentes  singulières 
tout  à  fait  analogue  à  celle  des  points  singuliers. 
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Si  l'on  considère,  par  exemple,  l'équation  tangenlieile 
et  si  l'on  fait 

J^-dV     -^'-'d^'     J'~di'     -^''^à^'      •••' 

on  reconnaîtra  sans  peine  que,  si  l'on  a  à  la  fois 

/l=0,  A=0,  /=0  ou  /3=-0, 

la  tangente  dont  les  coordonnées  satisfont  à  cette  équation  est 
singulière;  elle  touche  la  courbe /=:o  en  deux  points  qui 
peuvent  d'ailleurs  être  confondus  :  on  lui  donne  le  nom  de 
tangente  double.  Quand  les  deux  points  de  contact  sont 
confondus,  cette  tangente  devient  tangente  d'inflexion.  Ainsi, 
là  où  l'analyse  des  coordonnées  ordinaires  fait  trouver  un 
rebroussement,  l'analyse  des  coordonnées  tangentielles  mel 
une  inflexion  en  évidence;  l'inflexion  est  donc  une  exception 
dans  les  enveloppes. 

XIV.  —  Remarque  au  sujet  des  courbes  algébriques. 

Une  courbe  algébrique  ne  saurait  avoir  de  points  d'arrêt  ni 
de  points  anguleux,  et,  par  suite,  une  asymptote  est  toujours 
asymptote  à  deux  branches  réelles.  Ce  théorème  résulte 
de  l'analyse  qui  précède  ;  mais  on  peut  le  démontrer  comme  il 
suit  : 

Prenons  le  point  singulier  pour  origine;  l'équation  de  la 
courbe  sera 

coupons  cette  courbe  par  le  cercle  de  rayon  s  infiniment 
petit 

(2)  a72j_j2^£2; 

le  nombre  des  solutions   des  équations  (i),   (2)  est  pair,  le 
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nombre  des  solutions  imaginaires  est  pair;  donc  le  nombre 
des  solutions  réelles  est  pair  aussi;  donc  la  courbe  (i) 
coupe  toujours  un  cercle  décrit  de  l'un  de  ses  points  comme 
centre  en  un  nombre  pair  de  points,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu 
si  l'on  pouvait  prendre  pour  centre  du  cercle  un  point 
d'arrêt. 

Une  courbe  algébrique  ne  peut  avoir  de  points  anguleux, 

parce  que  la  courbe  ayant  -^  pour  ordonnée,  qui  est  algé- 
brique comme  la  proposée,  aurait  un  et  même  deux  points 
d'arrêt. 

Une  droite  asymptote  à  une  branche  de  courbe  algébrique 
est  toujours  asymptote  à  une  seconde  branche  ;  sans  quoi,  si  la 
courbe  f(^x^y)=^o  n'avait  qu'une  branche  asymptote  de  la 

droite  jk  =  o,  par  exemple,  la  courbe  fi  y-,  -  ]  =  o  aurait  un 
point  d'arrêt  à  l'origine. 


XV.  —  Exemples  de  points  singuliers. 

Développée  de  Vhyperhole.  —  Cette  courbe  a  pour  équa- 
tions (p.  I lo) 

1  1  4 

(aa?)'^  —  {by)-^  =  c'^ 
ou,  en  faisant  disparaître  les  irrationnelles, 

on  trouve  que  les  asymptotes  sont  rejetées  à  l'infini.  Pour 
déterminer  les  points  singuliers,  on  rend  l'équation  homo- 
gène ;  on  a  alors 

(a2a72—  62j2_c4^2)3_27a2  62c*ip2^2^2^0 

ou 

P3  —  27  «2  62  C^^2j^2^2  ^  o, 

en  posant 


P  =  a^x^  —  b^-y^  —  c'^z 
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Les  dérivées  relatives  à  x^  y,  z  sont,  à  un  facteur  constant 
près, 

(P2-4-9a2c4^2^2)^^ 
(P2  4-  9  «2^,2  ^2^2)^. 

En  égalant  ces  dérivées  à  o,  on  a 

/  (P  zt  3  bc-yz)x  =  o, 
(i)  (P±3v/^Tac2x^)jK=o, 

\  (P  ±  3  y/ —  I  ab  xy)z  =  o. 

Supposons  ^  =  o  :  les  deux  dernières  équations  rentrent  l'une 
dans  l'autre;  on  a  donc  un  point  singulier  sur  l'axe  des  j^,  au 

point jK  =  di  (  j  J  sj —  I,  et  de  même  un  point  singulier  sur 

l'axe  des  x  à  l'abscisse  ^  =  itz  —  •  En  ces  points,  la  tangente 

a  pour  équation  ^- =  o.jK- =  o;  ce  sont  donc  des  points  de 
rebroussement  ordinaires. 

Pour  ;^r=o,  les  deux  premières  équations  concordent  et 
donnent  a-x-  —  b-y'^  =  o,  ce  qui  fournit  deux  points  singu- 
liers réels.  Les  tangentes  en  ces  points  sont  données  par  la 
formule  js-  =  o  et  par  suite  ces  points  sont  des  points  de  re- 
broussement, la  tangente  est  la  droite  de  l'infini. 

Supposons  maintenant ^^o,  ^'^o,  -5<o;  les  équations  (i) 
donnent 

P  =  ih  3  bc'^yz  =  =h  3  ac^xz  /^^  =  zh  3  abxy  /^ 

OU 

P  _    _U        I        _-4-  ^  ^-f-  ^ 

3  abc^xyz  ~  ^  ax  ~  ~  ly  ^ZTi  ~  ~  c2^  /_7  ' 
Si  l'on  prend  les  quatre  points, 

ax  =  ±by  \l —  I  —  ±ic'^z  \J —  i, 
on  voit  que  ces  points  satisfont  à  (2).  En  cherchant  les  tan- 
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gentes  en  ces  points,  on  reconnaît  que  ce  sont  des  points 
doubles  ordinaires. 

La  scarabée  est  engendrée  comme  il  suit  : 

Fig.  32. 


// 


Supposons  qu'une  droite  de  longueur  constante  s'appuie  sur 
deux  droites  rectangulaires;  elle  enveloppe  une  épicycloïde 
(p.  iSg)  dont  nous  avons  déjà  trouvé  l'équation.  Si  l'on 
forme  la  podaire  de  cette  courbe  par  rapport  à  un  pôle  P  pris 
sur  la  bissectrice  de  l'angle  yO x,  cette  podaire  sera  la  sca- 
rabée. 

Ainsi  la  scarabée  est  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  fixe  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle 
droit,  sur  une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extré- 
mités se  meuvent  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  en  question. 
Cette  propriété  de  la  scarabée  d'être  une  podaire  permet 
immédiatement  d'en  construire  géométriquement  la  tangente 
et  le  rayon  de  courbure. 

Cherchons  son  équation  :  soient  OA  =  a,  OB  =  p,  OP  =  a 
et  AB=:/^  les  coordonnées  ^,  y  du  point  M  satisfont  à 
l'équation 

(i)  aj-h  pa:^  =  a[^ 

de  la  droite  AB,  dans  laquelle 

(2)  a2  +   |E2  =z   /2  ; 

elles  satisfont  aussi  à  l'équation  de  la  droite  MP 


(3) 


?  y 


a  ^—     =0. 
2  / 
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Pour  éliminer  a  et  ji,  on  tire  -  et  -^  de  (i)  et  (3),  et  on  les 

a        p 

porte  dans  (2),  que  l'on  écrit 


1       J   -  JL 

oc^  "^  (52  -  a2  ^2 

ce  qui  donne 


v/^ 


1 


x-a  —  )   -v\y 


■m 


lï  est  indiqué  de  transporter  l'origine  au  point  P;  on  a  alors 

(4)  [72_i_;r2  +  a(^+j)y/2]^(a72+j2)  _  l^x^j'^. 

En  coordonnées  polaires,  on  a  une  équation  fort  simple 

[r2-t-  m(sine  +  cose)  /â]  V2  =  Z2,,4sin2e  cos2  0, 

d'où  l'on  tire 

r  =  <2  ^2  (  sin  6  --h  cos  6  )  ±  Z  sin  6  cos  0  ; 

on  discutera  plus  facilement  la  courbe  en  changeant  9  en 
y  +  9,  ce  qui  donne 

r  =  2  a  cos6  ±  -  COS26. 
2 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  cette  discussion  et 
de  vérifier  les  résultats  de  la  discussion  que  nous  allons  faire 
de  l'équation  (4).  Cette  équation  développée  est 

-4-  2a2(^_|_j)2(^2_|_j2)_  lix^j^  =  o; 

l'origine  est  un  point  quadruple,  les  points  ^  =  o,jk  = — 

et  œ  =z ,  j/  =  o  sont  des  points  doubles.  Les  ombilics 
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du  plan  sont  aussi  des  points  doubles;  la  forme  de  la  courbe 

est  la  suivante  : 

Fig.  33. 


Courbe  du  diable.  —  Son  équation  est  de  la  forme 
j*  —  x'*  -\-  ay'^  -\-  bx'^  =  o; 
elle  se  déduit  de  l'équation  de  l'hyperbole  équilatère 

y-  —  x^  -\-  ay  -+-  bx  =  o 


en  changeant  JK  enjK^  et  x  en  œ^.  Nous  ferons 

a  =  —  24,         6  =  25, 
et  nous  la  discuterons  sous  la  forme 

y*  —  x'*  —  24  ^^  +  2.5  ^2  —  o  ; 
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nous  lui  trouverons  un  point  double  à  l'origine;  elle  passe 
parles  ombilics  du  plan. 

XVI.  —  Nombre  des  conditions  déterminant  une  courbe  algébrique. 

Une  équation  d'ordre  men  x  ely  renferme  un  terme  de  de- 
gré zéro, deux  termes  du  premier  degré,  .  .  .  ,m  -{-  i  termes  de 
degré  m  :  elle  renferme  donc  en  tout  i  +  2  -|- ,  .  .  -i-(m  +  i)  ou 

(m-i-i)(/n -f-2)^  ^  .  11  .  (7?i-i-i)(m-^i) 
termes,  et,  par  suite,  eJle  contient  ^ 

coefficients.  Or  deux  équations  qui  ont  leurs  coefficients  pro- 
portionnels représentent  la  même  courbe  ;  il  en  résulte  qu'une 

courbe  d  ordre  m  ne  dépend  que  des  ^ —  i  rap- 
ports des  coefficients  de  son  équation  à  l'un  d'eux;  pour  dé- 
terminer une  courbe  d'ordre  m,  il  faudra  donc  en  général  se 

1  (  /??,  -f-  I  )  (  771  H-  3  )  77l(  771  -^-3)  T    . 

donner  ^ —  i  =  — ^ conditions. 

2  2 

Théorème.  —  Par  — ^ — points  donnés^  on  peut  tou- 
jours faire  passer  au  moins  une  courbe  d'ordre  m. 

Soit,  en  effet, 


«/«,0j' 


'm-l,iy' 


4-ao,w^'"  +  a,„_i,o7' 


«0,0=0 


l'équation  générale  d'ordre  m  ;  si  l'on  y  remplace  successive- 
ment .r  etj  par  .^i  ,71 ,  par  0:2 ,72  ,•••,  ^[j.,r[j-,  o  ù  p.  =  ^^^-^|^^S 

on  aura  ^  équations  donnant  en  général  des  valeurs  détermi- 
nées pour  les  rapports  des  coefficients  a/y;  les  rapports  de  ces 
coefficients  cesseraient  d'être  bien  déterminés,  si  les  mineurs 
du  déterminant 


m      vm—l 


^m     y 


J  1 


J^(j,       ^[xJK[j. 


m      ^jn-\ 


7, 
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relatifs  aux  éléments  de  la  première  ligne,  étaient  tous  nuls. 
Mais  alors  les  coefficients  «/y  auraient  des  rapports  indéter- 
minés et  le  système  admettrait  une  infinité  de  solutions.  Ainsi 
le  théorème  se  trouve  établi. 

Nous  montrerons  toutefois  que,   lorsque  la  solution   est 

1              1                   .           m  (  m  -h  3  )       •    ^      1 
unique,  la  courbe  passant  par  — ^— ; points  donnes  peut 

n'être  pas  irréductible^  nous  montrerons  ensuite  dans  quels 
cas  la  solution  peut  être  multiple. 

rp    ,      .         T  o  •  m  (  /?z  -f-  3  )        .    ^      j 

Iheoreme  1.  —  01  par  -points  donnes  on  peut 

faire  passer  une  courbe  C  unique  d'ordre  m,  et  si  parmi 
ces  points  il  y  en  a  plus  de  nip  sur  une  courbe  G'  d'ordre p^ 
la  courbe  C  se  décompose  en  une  courbe  d' ordre p  et  en  une 
autre  d^ ordre  m  — p. 

En  effet,  la  courbe  G  coupe  G'  en  plus  de  mp  points^  ces 
deux  courbes  doivent  avoir  des  équations  réductibles,  leurs 
premiers  membres  ont  des  facteurs  communs;  si  la  courbe  G' 
est  une  courbe  irréductible,  le  premier  membre  de  son  équa- 
tion divisera  le  premier  membre  de  l'équation  de  C,  et  par 
suite  G  se  décomposera  comme  il  a  été  dit. 

Théorî:me  II.  —  Si,  parmi  les  — '^ — — points  cjui  déter- 
minent une  courbe  G  d'ordre  m,  il  y  en  a  plus  de 

(p  —  \){p  —  1) 
mp ^—-^ 

sur  une  courbe  d'ordre  /?,  elle  est  décomposable. 
En  effet,  supposons  qu'il  y  ait 

(p  —  l)(p  —  2) 

mp  —  ^ ^-^ ^  +  I 

points  sur  nne  courbe  A  d'ordre/?;  par  les 

m(m  +  3)  {p  —  i){p  —  1)  _  {m—p)(m—p -{-3) 
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points  restants,  on  pourra  faire  passer  une  courbe  d'ordre 
m  — p.  Cette  courbe  jointe  à  A  formera  une  courbe  d'ordre 
/?z,  passant  par  les  points  donnés 5  si  donc  la  courbe  C  est 
unique,  elle  est  décomposable. 

En  général,  deux  courbes  d'ordre  m  se  coupent  en  m- 

points  et  1  on  a  m--^  — ^ --,  en  efiet,  celte  formule  revient 

à  m- — 3/?z>  o  ou  à  m>3  et,  si  l'on  suppose  /?z^3,  il  est 

f    •  I    j                           m  (  /?i  H-  3  )      .  1 , 

lacile  de  prouver  que  — ^ pomLs  ne  déterminent  pas  tou- 
jours une  courbe  d'ordre  m.  On  a  en  effet  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Toutes  les  courbes  d'ordre  m,  passant 

m(m-^'i)  .         j 

par —  I  points  donnes,  passent  par 

m(in-^Z)  (m  —  i  ) ( m  —  -i ) 

m2 ^ h  I  =    --^ 

1  1 

autres  points  fixes. 

En  effet,  soient  cp  =1  o,  di  =  o  les  équations  de  deux  courbes 
d'ordre  m  passant  par  les  points  donnés;  cp  -f-  X(];  ^  o  repré- 
sentera une  courbe  passant  par  les  mêmes  points    et   pas- 

1          o        m  (  /n  +  3  )     , 
santen  outre  parles  m- ^ 4- 1  autres  intersections 

de  cp  =  o,  ^  =  o. 

Or  cp  -|-  Ar|/  =r  o  est  l'équation  générale  des  courbes  passant 

par  les  points  donnés,  parce  que  l'indéterminée  )^  permet  de 

faire  passer  cette  courbe  par  un  point  déterminé;  elle  pas- 

1                771  (  /n  -h  3  )       •    ,     j         '    /  i  \ 
sera  alors  par  — ^ points  donnes  (  ^  ). 

r\                       j  j                      •               -1       m{7n  -^3)        -,      1 
Un  comprend  donc  que,  si,  parmi  les  — ^ points  don- 
nés, il  s'en  trouvait  un  appartenant  à  toutes  les  courbes  pas- 

în(m  -\-  "i)  11.  1  -.1  ,    c 

sant  par  — ^ —  i  d  entre  eux,  les  points  donnes  fourni- 
raient un  résultat  indéterminé. 


(*)  Cette  proposition  n'est  pas  vraie  d'une  façon  absolue  (voir  Société 
mathématique  de  France,  t.  V,  p.  160  :  Sur  un  théorème  d'Algèbre,  par 
M.  Halphen. 
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Théorème  IV,  —  Si  Von  connaît  — —  i  des  points 

dHntersection  de  deux  courbes  d^  ordre  ni^  on  trouvera  par 

/          .         ,          o        m(/n-f-3)    ,             (m  —  i)(/n  — 2) 
cela  même  les  m- ^ -\-  i  =  — autres 

'1  •! 

points  d'intersection. 

En  effet,  il  suffira  de  former  l'équation  de  deux  courbes 
d'ordre  /?z,  cp  =  o,  ^  =  o  passant  par  les  points  donnés;  les 
intersections  de  ces  deux  courbes  fourniront  les  points  cher- 
chés. 

Si  l'on  applique  les  principes  précédents  aux  coordonnées 

tangentielles,  on  voit  qu'il  faudra  ^    — -  tangentes  pour 

déterminer  une  courbe  de  7?^^'^^™'^  classe,  que  l'équation  générale 
des  courbes  de  /tz''"'"*^  classe  ayant 


2 


munes  est  de  la  forme  cp  +  ).6,  .... 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  beaucoup  sur  ce  point, 
il  est  évident  que  les  raisonnements  que  nous  venons  de  faire 
s'appliquent  aux  points  réels  ou  imaginaires,  situés  à  distance 
finie  ou  infinie;  mais  il  y  a  quelques  modifications  à  intro- 
duire quand  on  fait  intervenir  les  points  singuliers  et  nous 
allons  nous  y  arrêter  quelques  instants. 


XVII.  —  Nombre  des  conditions  imposées  par  la  donnée 
d'un  point  singulier. 

Nous  avons  vu  que,  dans  une  courbe  algébrique 

un  point  singulier  était  caractérisé  par  cette  circonstance  que 
Ton  avait  pour  ce  point,  à  la  fois, 

/i  =  o,        /2  =  o,        /3  =  o; 

en  général,  ces  trois  équations  ne  peuvent  être  satisfaites  à  la 
fois,  et  les  courbes  algébriques  n'ont  pas  de  points  singuliers. 
Toutefois,  ces  équations  pourront  être  satisfaites  pour  des 
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courbes  particulières  qui  jouiront  de  propriétés  plus  simples 
que  celles  de  même  degré  qui  sont  dépourvues  de  points 
singuliers. 

Au  point  de  vue  analytique,  nous  classerons  les  points  sin- 
guliers en  : 

Points  doubles,  pour  lesquels  on  aura  seulement 

Ainsi  nous  rangeons  parmi  les  points  doubles  les  points  iso- 
lés, comme  les  points  de  rebroussement  ordinaires,  comme 
les  points  où  deux  branches  réelles  de  courbe  viennent  se  croi- 
ser. Il  y  a  pkis,  nous  rangerons  aussi  parmi  ces  points  ceux 
où  une  courbe  imaginaire  présente  le  caractère  analy- 
tique (i). 

Les  points  triples  sont  ceux  où  l'on  a  non  seulement  les 
relations  (i),  mais  aussi  les  relations 

/il  =  o,         /i2  =  o,        /i3  =  o,        fn  =  o,        /22  ^  o,        fn  -=  o  ; 

et  ainsi  de  suite.  Un  point  de  rebroussement  sera  un  point 
singulier  pour  lequel  deux  tangentes  seront  confondues. 

Ces  points  multiples  pourront  d'ailleurs  être  situés  à  dis- 
tance finie  ou  infinie. 

Il  résulte  de  là  que  la  donnée  cV  un  point  multiple  d'ordre 
p  pour  une  courbe  algébrique  équivaut  à  la  donnée  de 

p(p  —  -i) 

2 

points  simples  ou,  si  l'on  veut,  équivaut  à  un  nombre  égal 
de  conditions. 

En  cfTet,  se  donner  un  point  d  ordre  /j>,  c'est  se  donner  les 
relations 

/  =  o,          /i  =  o,        /a  ==  o,        fi  =  o, 
/ii=o,         /i2  =  o,         ,       fri  =  o, 
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Ces  dernières, 

dP-\f  _  dP  -1/    _  dP-'^  f  _ 

comprennent  toutes  les  autres,  et  par  conséquent  se  réduisent 
au  nombre  des  termes  d'un  polynôme  da  degré/?  —  i  liomo- 

gène  a  trois  variables,  a  savoir  ^-^^ -• 

La  donnée  d'un  point  singulier  peut  équivaloir  à  un  plus 
grand  noml)re  de  conditions,  si  ce  point  est  un  point  de 
rebroussement.  Ainsi,  par  exemple,  la  donnée  d'un  point  de 
rebroussement  ordinaire  fournira  les  conditions 

/i  ==0,        fi  =  o,        fi  =  o, 

/r2  —fwfii  ~  «; 

cette  donnée  équivaudra  alors,  non  plus  à  trois  conditions, 
mais  bien  à  quatre. 

En  général,  si,  en  un  point  singulier  d'ordre  /?,  a  branches 

ont  une  même  tangente,  il  faudra  écrire  d'abord  les  ^-^ 

conditions  exprimant  que  le  point  est  d'ordre  /?,  puis  les 
a  —  I  équations  exprimant  que  l'équation  du  faisceau  des  tan- 
gentes a  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  a. 

Des  observations  analogues  pourraient  être  faites  au  sujet 
des  tangentes  singulières. 


XVIII.  —  Intersections  de  deux  courbes  algébriques.  Étude 
d'une  intersection  en  particulier. 

Deux  courbes  d'ordre  J7i  et  n  se  coupent  en  général  en  mn 
points;  mais  le  nombre  de  ces  points  peut  être  moindre  et, 
pour  que  l'on  puisse  dire  que  les  deux  courbes  se  coupent 
toujours  en  jnn  points,  il  faut  compter  certains  points  com- 
muns plusieurs  fois.  Ainsi  deux  courbes  présentant  un  con- 
tact se  coupent  réellement  en  deux  points  confondus  en  ce 
point  de  contact. 


192  CHAPITRE    III. 

Considérons,  en  général,  deux  courbes  ayant  un  point  sin- 
gulier commun. 

Prenons,  pour  origine  des  coordonnées  le  point  singulier 
en  question;  les  équations  des  deux  courbes  pourront  se 
mettre  sous  les  formes 

(1)  t^i{x,  7)  H-  ^l+i{T,  7)  +  cp/+2(^,7)  -^...=  0, 

(2)  4^y(^,  j)  +  '\>j+i{^,  y)  -+-  '\>jM^,  7)  +.  .  .  =  O, 

cp/,  ^fi+ii  .  .  .  désignant  des  polynômes  homogènes  de  degrés  «, 
i-h  1,  .  .  .,  et  t];y,  ^y+1,  •  .  .  désignant  des  polynômes  homo- 
gènes de  degrés  y,  y -|-  1 ,  ....  La  courbe  (i)  aura  alors  à 
l'origine  un  point  multiple  d'ordre  i  et  la  courbe  (2)  un  point 
multiple  d'ordre  y. 

Si  nous  posons  -  =  t,  nous  pourrons  écrire  (i)  ainsi 

OU 

(3)  t^i{i,  t)-^x^i+i{i,  t)-h...  =  o; 

pour  ^  =  o,  cette  équation  se  réduit  à  cp^ (i ,  ^)  =  o  et,  par  suite, 
/  racines  de  cette  équation  se  réduisent  pour  ^  =  o  aux  i  ra- 
cines ai,  «27  '  '  '  7  <^/  de  cp/(i,  t)  =  o.  Ces  i  racines  pourront 
être  représentées  par  «i  4-  ^i,  <^2  +  £21  •  •  • ,  ^i ,  £27  •  •  •  dési- 
gnant des  quantités  infiniment  petites  pour^  voisin  de  o.  Il  en 
résulte  que,  dans  l'équation  (i),  i  racines 7  seront  représen- 
tées par  aiX  -]-  SiXj  ...,  aix  -\-  eiX]  or  si,  pour  abréger, 
on  représente  par  ^'(^,  jk)  le  premier  membre  de  (2),  la 
résultante  de  (i)  et  (2)  sera 

W  (œ,  a^x  +  z^x). . .  W  (x,  atx  ^  ztx)  il  =  o, 

Q  désignant  un  produit  de  facteurs,  tels  que  W^x^y^)^  dans 
lesquels  y^  désigne  une  quantité  finie  pour  x  =^  o.  On  pourra 
donc  écrire  cette  résultante  ainsi 

I  I  ["T^yC^j  ayx  -\-  z.jx)  -4-  t}>y+i(a7,  ayX  -^Zyx) . .  .]i2  =  o 
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OU  bien 

OU  enfin 

^'^' JJL'^/ (i ,  civ  +  £v)  +  ^  '^y+i(i ,  a.j-^Zy)-i-...]Q  =  o 
ou  encore 

(4)  370- J^[  .»;y  (t,  a,)  +  s,,  .|;-(l,  «,)  +  ...  + a7j>y4-l(l,«v) +...]-^=  «• 

Les  termes  du  degré  ie  moins  élevé  dans  la  résultante  contien- 
dront donc  x^J  en  facteur;  donc  : 

Deux  courbes  qui,  passant  en  un  même  point  M,  ont 
en  ce  point  Vune  un  nœud  d^ ordre  i  et  Vautre  un  nœud 
d^ ordre  j  doivent  être  considérées  comme  se  coupant  au 
moins  en  ij points  confondus. 

Mais  il  n'y  aura  pas,  en  général,  contact. 

Si  l'une  des  quantités  ^y(i,  a^)  s'annulait,  les  équations 
c5/(i ,  ^)  ^  o  et  'i>y(i ,  ^)  =  o  auraient  la  racine  commune  a^', 
or  ces  équations  sont  les  équations  aux  coefficients  angulaires 
des  tangentes  aux  nœuds  des  deux  courbes  :  les  courbes  (i) 
et  (2)  auraient  ainsi  une  tangente  commune;  pour  voir  ce 
qui  arrive  dans  ce  cas,  il  convient  d'évaluer  £v.  A  cet  effet, 
remplaçons  dans  (3)  ^  par  «v  +  ty\  nous  aurons 

cp/(i,  av-f-£v)-i-^»i+i(i,  «v-^  Sv)-^--  .=  o 

et,  en  développant  parla  formule  de  Taylor, 

(5)  cp;-(i,  ay)-\-Zyo'i{i,  «v)  +  -.  .-+-^cpi-+i(i,  «v)  +•  .  .  =  0; 

cpi(i,  «v)  étant  nul,  on  en  conclut,  aux  termes  du  second  ordre 

près, 

.    _        cp,-+i(i,  a.j)      ^ 

£v  sera  donc,  en  général,  proportionnel  à  ^  et  de  la  forme 

b>jX  -\-  4^,  t'  s' annulant  encore  avec  œ\  toutefois  cette  con- 

L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  i3 
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clusion  serait  en  défaut  si  ^^(i,  a^)  était  nul.  Il  faudrait  alors 
prendre  un  plus  grand  nombre  de  termes  dans  la  formule  (5) 
et  déterminer  le  degré  de  s  par  rapport  à  ^,  parla  méthode 
de  Minding. 

Supposons  donc  d'abord  £v=  b^x  +  z'^x  ett!;y(i,  <^v)  =  o, 
cp/(i ,  ^v)  =  o.  Non  seulement  les  courbes  ont  un  nœud  com- 
mun, mais  encore  une  tangente  commune  ;  la  formule  (4)  con- 
tiendra alors  en  facteur  ^'+^+',  et  l'on  voit  que  : 

Si  deux  courbes  possèdent  en  un  point  M  des  nœuds  à 
i  branches  et  à  j  brandies,  elles  devront  être  considérées 
comme  ayant  i  -{-j  points  confondus  en  M,  plus  autant  de 
points  confondus  avec  ceux-ci qu  elles  auront  de  tangentes 
communes  en  M. 

Si  '^^(i,  «v)  était  nul,  la  tangente  correspondant  à  la  direc- 
tion «v  serait  une  tangente  double  ou,  si  l'on  veut,  une  tan- 
gente de  rebroussement  ;  £v  serait  de  l'ordre ^enx\  l'exposant 
de  x^'^J  se  trouverait  encore  augmenté  d'une  unité  si  l'on 
avait  'i^y(i ,  «v)  =  o  et  de  deux  unités  si  l'on  avait  tj>y(i ,  «v)  =  o. 
Nous  ne  pousserons  pas  maintenant  la  discussion  plus  loin. 

XIX.  —  Des  émanants  et  des  polaires. 

Si  l'on  fait 

àf  àf  df 

P/sera  ce  que  l'on  appelle  le  premier  émanant  de  la  fonc- 
tion liomogène/(^,  7,  z)^  les  quantités  P-/,  P^/,  .  .  .  seront 
son  second,  son  troisième,  .  .  .  émanant  (t.  I,  p.  200). 

Les  émanants  sont  évidemment  des  covariants.  Voici 
une  autre  propriété  dont  nous  ne  tarderons  point  à  recon- 
naître l'importance.  Posons 


-/=(-l-»l- 

^"f-[^  Ik-^  t-- 

■■)  ' 
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et  supposons  la  fonction/  entière  et  de  degré  m  ;  nous  aurons, 
par  la  formule  de  Taylor, 

^/  N  P/  PV  P"/ 


1.2  1 .2.3. . .  {m  —  n)       '  '  '' 

si  nous  égalons  les  termes  de  degré  nen  Xq^  yQ,  .  .  . ,  qui  sont 
à  la  fois  de  degré  m  —  n  en  x,  y^  z,  .  .  . ,  nous  aurons 

Prt  C)m—n 

f=z   > f- 


1.2.3.  ../l"^  1.2.3...  (/?l  —  /l) 

c'est  la  propriété  que  nous  voulions  établir. 
Supposons  maintenant  que 

soit  l'équation  homogène  d'une  courbe  de  degré  m;  les 
courbes  représentées  par  les  équations 

seront  ce  que  l'on  appelle  la  première,  la  seconde,  ...  la 
(m  —  iy<-'m«  polaire  de  la  courbe /=  o  par  rapport  au  point 
(^o,JKo,  -^0)5  qui  porte  alors  le  nom  de  pâle.  Nous  dirons  aussi 
que  P/=  o  est  la  polaire  de  degré  m  —  i,  ...  ;  V^~^f=i  o 
sera  la  polaire  conique,  V^~^f=^  o  sera  la  polaire  droite 
ou  du  premier  degré.  Les  équations  des  polaires  peuvent, 
en  vertu  de  la  propriété  démontrée  tout  à  l'heure,  s'écrire 
aussi 

ainsi  les  équations  de  la  /i^'™*^  polaire  sont  à  volonté 

P«/  =  o,  qm-nf  =  o 

ou 

/       df  df  dfV'^^ 


ôxq       -"  dy^  âzo/ 
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On  tire  de  là  cette  conséquence  : 

Si  le  point  (^o>  JK05  -^0)  ^st  sia^  la  polaire  de  degré  n  du 
point  (^,  JK,  ^),  le  point  (pc^y^  z)  sera  sur  lapolaire  de  degré 
m  —  n  du  point  (^05  JKo?  -^o)* 

On  sait  que  la  polaire  d'ordre  m  —  i  est  la  courbe  qui  passe 
par  les  points  de  contact  des  tangentes  que  l'on  peut  mener 
du  point  (a;o,  Joj  -o)- 

On  sait  aussi  que,  dans  le  cas  où  la  courbe  est  du  second 
degré,  la  polaire  unique  est  une  droite  et  que  cette  droite  a 
indifféremment  pour  équation 

P/  =  o 
ou 

XX.  —  Définition  géométrique  des  polaires. 

Les  polaires  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des 
points  singuliers,  et  il  est  bon,  après  en  avoir  donné  la  défi- 
nition analytique,  d'en  donner  aussi  une  définition  purement 
géométrique. 

Considérons  jn  points  en  ligne  droite  A^,  Ao,  .  .  .,  A;;^  et 
un  point  M  situé  sur  la  même  droite  ;  soit  MA/  =  77,  détermi- 
nons un  point  M'  tel  que,  en  posant  MM'=  /',  on  ait 


''1  J\ 


r,n  ^^  \  r        j\ 


le  point  M'  sera  dit  conjugué  harmonique  par  rapport  aux 
points  Al,  A2,  .  .  .,  A„i.  Deux  points,  M',  M",  seront  définis 
par  la  relation 


I        I  \  /  1 

;       o; 
/'        /•/     \r 


on  les  appelle  conjugués  harmoniques  du  second  ordre  du 
point  M.  Les  points  conjugués  d'ordre  n  sont  au  nombre 
de  n  et  définis  par  la  relation 

le  nombre  des  facteurs  sous  le  signe  S  étant  n. 
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Nous  poserons 


L'équation /(   .  )  ==  o  aura  pour  racines  les  distances  MA, , 
MA2,  .  .  . ,  MA,„,  et  si  l'on  observe  que 


I  \  /  I  I  \         /  r  I    , 


le  nombre  des  facteurs  sous  le  signe  S  étant  ni  —  i,  on  voit 
que  f(-^  )  =  o  fournira  les  points  conjugués  d'ordre  m  —  i , 

f"l  -  j  =  o  fournira  les  points  d'ordre  m  —  2,  enfin 
/»--.(!)  =  0 

fournira  le  point  du  premier  ordre. 
Ceci  posé,  soient 

l'équation  rendue  homogène  d'une  courbe  d'ordre  ni,  et 

(.To,7o,  -0) 

un  point  quelconque  de  son  plan;  par  ce  point,  menons  une 
série  de  sécantes  et  cherchons  sur  ces  sécantes  le  lieu  du  point 
conjugué  d'ordre  7i  du  point  (^0,^^05  ^o)-  A  cet  effet,  posons 

c  désignant  une  quantité  nulle  que  nous  introduisons  pour  la 
symétrie;  /^  sera  la  distance  du  point  (^ojJ^^o?  -^o)  au  point 
(^,  jK,  z),  et  l'équation 

f(xQ-i- ra,  yo-{- rb,  Zo-^  rc)  =  o 

fera  connaître  les  distances  r  du  point  (^o?  J^o>  -^0)  aux  points 
d'intersection  de  la  sécante  issue  de  (^05  JKo,  ^0)  sous  l'incli- 
naison a,  b  avec  la  courbe. 
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Cette  équation  peut  s'écrire,  en  divisant  par  7'^% 

Les  conjugués  harmoniques  d'ordre  m  —  /i  du  point 
seront  donnés  par  la  formule 


(-;y 


ou 


àf  df  df 

^0  — — r  +7o  —. — ' +  -^0  


(«) 


{^^a)         a(=Lo^,)  ,(f.^.^ 


pour  en  avoir  le  lieu,  il  faudra  éliminer  de  là  «,  Z>,  c  en  les 

remplaçant  par -^ — 5  - — ^j  — ^?  ce  qui  donnera,    en 

remarquant  que  r  disparaît. 


Ainsi  : 


La  polaire  droite  du  point  (^05  JK05  ^0)  ^st  le  lieu  des  con- 
jugués harmoniques  du  premier  ordre  de  ce  point,  la 
polaire  conique  est  le  lieu  de  ses  conjugués  harmoniques 
du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

XXI.  —  Propriétés  des  polaires. 

Si  un  point  M'  est  conjugué  harmonique  d'ordre  n  du 
point  M  par  rapport  à  m  points  K^ ,  A2,  .  .  . ,  A„i,  le  point  M 
sera  conjugué  harmonique  d'ordre  m — n  du  point  M'  par 
rapport  aux  mêmes  points.  En  effet,  le  point  M'  est  défini  par 
l'équation 


ou 


ou  encore 
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Prenons  pour  origine  le  point  M'  et  posons  M'Ai=r'^, 
M'Ao  =  /,,  ...  et  M' M  =z  r'  =^  —  r,  nous  aurons 

ri=  MA,  =  MM' 4- M' A, 

ou 

ri  =  —  r'-{-r'i; 

la  formule  (i)  devient  alors 

Md\r'         r'.  —  r' /  \r'  '^  r'j  —  r' J         \r'    '     r'k—r')~^ 

^dFi  —  r   rj  —  r  r^  —  r 

L  --  ±  L  _  L       1 L 

r'        r'.  r'        r)  r'        r'/, 

Si  l'on  multiplie  cette  équation  par 

(7-p:)(?-7^)---(?-i)' 

elle  prend  la  forme 

le  nombre  des  facteurs  sous  le  signe  S  étant  J7i  —  ii.  Le  théo- 
rème énoncé  se  trouve  donc  démontré.  De  là  découle  cette 
proposition,  déjà  démontrée  pour  une  courbe  d'ordre  m  : 

Lorsque  le  point  W  se  trouve  sur  la  polaire  d'ordre  n 
du  point  M,  le  point  M  se  trouve  sur  la  polaire  d'ordre 
m  —  n  du  point  M'. 

De  là  découle  aussi  cet  autre  théorème  : 

La  polaire  droite  d'un  point  M  par  rapport  à  une  courbe 
d  'ordre  m  possède,  outre  le  point  M,  (m  —  i)^  —  i  autres 
pôles,  en  tout  {m —  i)-.  En  effet,  le  point  M'  décrivant  la 
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polaire  droite  de  M,  le  point  M  se  trouvera  sur  les  polaires 
de  degré  m  —  i  du  point  M';  ces  polaires  forment  donc  un 
faisceau  passant  par  (//2  —  i)-  points  fixes  qui  sont  autant  de 
pôles  analogues  à  ni.  Ce  théorème  est  facile  à  généraliser. 


XXII.  —  Influence  des  points  singuliers  sur  la  classe  d'une  courbe. 

Je  rappelle  que  la  classe  d'une  courbe  est  le  degré  de  son 
équation  tangentielle  ou,  si  l'on  veut,  c'est  le  nombre  des  tan- 
gentes qu'on  peut  lui  mener  par  un  point  donné. 

TnÉORiiME  I.  —  La  polaire  de  degré  m  —  i  dhine  courbe 
de  degré  m,  relative  à  un  point  M,  passe  par  les  points  de 
contact  des  tangentes  issues  de  M  (^05  JK07  ^o)- 

Ce  théorème,  déjà  démontré,  résulte  de  ce  que  l'équation 
de  cette  polaire  est 

df  df  df 

et  que  cette  équation  exprime  aussi  que  la  tangente  en  M 
passe  en  Xq^  jKo,  -^o-  H  résulte  aussi  de  ce  que,  quand  sur  m 
points  en  ligne  droite  deux  sont  confondus,  un  de  leurs  con- 
jugués harmoniques  d'ordre  m —  i  coïncide  avec  eux. 

Théorème  II.  —  La  classe  d^une  courbe  d^ ordre  m  est  en 
général  m{m  —  i). 

En  effet,  la  polaire  de  degré  m  —  i  coupe  la  courbe  propo- 
sée en  m  [ni  —  i)  points  (déjà  démontré  avec  plus  de  détails). 

Ce  théorème  est  soumis  à  quelques  restrictions  ;  c'est  ce 
qui  va  résulter  des  théorèmes  suivants  : 

Théorîîme  III.  —  i^  Tout  point  singulier  dhine  courbe 
de  degré  m  appartient  à  la  polaire  de  degré  m  —  i  dhui 
point  quelconque  du  plan. 

2°   Tout  point  triple  de  la  courbe  est  un  point  de  sa 
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polaire  de  degré  m  —  i^  et  un  point  double  de  la  polaire 
de  degré  m —  i  d'' un  point  quelconque  du  plan, 

3°  Tout  point  quadruple  est  un  point  de  la  polaire  de 
degré  m  —  3,  un  point  double  de  la  polaire  de  degré  m  —  2, 
un  point  triple  de  la  polaire  du  degré  ni  —  i  dhin  point 
quelconque  du  plan,  etc. 

En  effet  : 

i^  Un  point  de  la  courbe  /=  o,  pour  lequel  on  a 

/i  =0,         /a  =  o,        /a  =  o, 

appartient  à  la  courbe 

■^0/1 -1-70/2 +  -0/3=0, 

qui    est    la    polaire    d'ordre    m  —  1    du    point    quelconque 

2°  Un  point  triple  de  la  courbe,  pour  lequel  on  a 

/ll  =  0,      /i2  =  0,      /i3  =  0,      /22=0,      /23  =  0,      /ss  =  O, 

appartient  à  la  courbe 

^0/11  +  70/22  +  -^0/33  +  270^0/23  -+-  2^0^0/13  +  2^0  Jo  A2  =  o, 

qui  est  une  polaire  de  degré  m  —  2  ;  en  ce  point  on  a  aussi, 
quels  que  soient  ^o^JKo^  -^o> 


d 

ôx 

(•2?o/l+7o/2  + 

^0/3)  = 

=  0, 

d 

(^0/1+70/2  + 

-^0/3)  = 

=  0, 

d 
dz 

(^0/1+70/2  + 

-0/3)  = 

=  0; 

et  la  polaire  du  degré  m  —  i  y  possède  un  point  singulier,  et 
ainsi  de  suite.  D'ailleurs,  la  théorie  des  points  conjugués 
conduirait  au  même  résultat. 

Théorème  IV.  —  Quand  la  courbe  possède  un  point  de 
rebroussement  ou  en  général  un  point  singulier  avec  deux 
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tangentes  confondues ,  la  polaire  de  degré  m  —  i  est  tan- 
gente en  ce  point  à  la  courbe. 

En  effet,  prenons  le  point  singulier  pour  origine;  l'équa- 
tion de  la  courbe  sera  de  la  forme 

^k-i  ^k+\-,  '  .  •  désignant  des  fonctions  homogènes  de  degrés  A", 
A-  -i-  I,  ...  ;  l'équation  des  tangentes  au  nœud  est 

L'équation  de  la  polaire  du  point  (jCo,  fo,  Zq)  est 

les  termes  du  degré  le  moins  élevé  en  ^  etjK  sont 

donc  (ce  que  l'on  savait  déjà)  la  polaire  passe  par  les  points 
singuliers,  puisque  k  est  au  moins  égal  à  2,  si  l'origine  est  un 
point  singulier;  de  plus  (ce  que  l'on  a  vu  également  tout  à 
l'heure),  la  polaire  possède  à  l'origine  un  point  singulier  d'un 
ordre  immédiatement  inférieur  à  celui  que  possède  la  courbe, 
enfin  les  tangentes  au  nœud  de  la  polaire  sont  données  par 

Or,  si  cpA=  o  possède  une  racine  double  et  si,  dans  ce  cas,  la 
courbe  proposée  a  deux  tangentes  confondues  ou  un  rebrous- 

sèment,  cette  racine  est  simple  pour  — ^  et  pour——?  et  par 

suite  la  polaire  a  pour  tangente  la  tangente  double  du  nœud. 

G.     Q.     F.     D. 

-  Théorème  V.  —  Une  courbe  d' oindre  m  est  en  général  de 
la  classe  m(m  —  i),  mais  la  présence  d'' un  point  double 
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abaisse  la  classe  de  deux  unités,  celle  d^un  point  de 
rebroussement  ordinaire  l'abaisse  de  3  unités,  celle  d'un 
point  dont  V ordre  de  multiplicité  est  n  V abaisse  au  moins 
de  n[n  —  i )  u n ités . 

Gela  découle  des  théorèmes  précéden  ts  :  en  effet,  nous  avons 
vu  que,  si  d'un  point  M  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe, 
tous  les  points  de  contact  appartiennent  à  la  polaire  de  degré 
m —  I  du  point  M;  si  la  courbe  n'a  pas  de  points  doubles, 
les  m[m —  i)  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la 
polaire  fourniront  m{m —  i)  tangentes;  mais,  si  la  courbe  a 
un  point  double,  la  polaire  passera  par  ce  point,  et  la  droite 
menée  du  point  M  au  point  singulier  ne  sera  pas  une  tangente 
proprement  dite.  H  y  a  plus,  la  courbe,  dans  le  voisinage  du 
point  double,  coupera  la  polaire  en  deux  points  confondus, 
et  deux  tangentes  disparaîtront  :  ainsi  la  présence  d'un  point 
double  abaisse  bien  la  classe  de  deux  unités.  Si  le  point  double 
en  question  était  de  rebroussement,  la  courbe  et  la  polaire 
seraient  tangentes  et  par  suite  se  couperaient  en  trois  points 
confondus  :  la  classe  serait  donc  abaissée  de  trois  unités.  Enfin, 
un  point  d'ordre  de  multiplicité  n  étant  un  point  d'ordre 
n —  I  pour  la  polaire,  la  courbe  et  sa  polaire  se  coupent  en 
ce  point  en  n[n  —  i)  points  confondus,  et  la  classe  s'abaisse 
àe.  ni^n  —  i)  unités  au  moins  ;  je  dis  au  moins,  parce  que,  si  le 
point  multiple  considéré  avait  des  tangentes  multiples,  la 
courbe  et  la  polaire  auraient  des  contacts  qui  augmenteraient 
le  nombre  de  leurs  points  communs  confondus. 

Remarque.  —  Dans  les  raisonnements  qui  précèdent  nous 
avons  fait  usage  de  la  polaire  d'un  point  arbitraire,  et  c'est 
ce  qui  en  fait  la  force;  nos  conclusions  pourraient  tomber  en 
défaut  si  le  pôle  était  choisi  d'une  manière  particulière.  Exa- 
minons, par  exemple,  ce  qui  arriverait  si  on  le  choisissait  sur 
la  courbe  même. 

Prenons  pour  origine  le  pôle  :  l'équation  de  la  courbe  se 
présentera  sous  la  forme 
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l'origine  est  un  nœud  si  A'  >>  i.  La  polaire  de  degré  m  —  i  de 
l'origine  aura  pour  équation 

{jn  —  k)z^^^-^-'^Ok{cc,  /)  -r-  z"^-^'-'^(rn  —  A"  —  i)(^/^+i(x,y)-^ .  . .  =  o. 

On  voit  qu'elle  a  les  mêmes  tangentes  que  la  courbe  propo- 
sée et  que  le  nombre  de  points  communs  aux  deux  courbes 
est  bien  supérieur  à  ce  qu'il  est  dans  le  cas  général.  La  seconde 
polaire  a  pour  équation 

(7?i  —  k)(7n  —  A  —  i)z"^-^'^--o/,{œ,  j)-h. .  .  =  o; 

elle  a  donc  aussi  les  mêmes  tangentes  que  la  courbe  proposée 
si  m  —  A"  —  I  >>  o  ou  si  m  ^  A*  +  i ,  sinon  cette  polaire  a 
une  forme  indéterminée. 

Pour  ne  pas  pousser  trop  loin  cette  discussion,  considé- 
rons un  point  ordinaire  de  la  courbe  et  prenons  ce  point  pour 
origine.  L'équation  de  la  courbe  sera 

La  polaire  droite  aura  pour  équation 

f)m-\  f 

z^^-^  -r =o         OU         91(5:,  r)  =  o: 

ce  sera  la  tangente  à  la  courbe  elle-même.  La  polaire  conique 
aura  pour  équation 


_.  à'^'V 


OU 


=  O 


{m  —  \){m  —  2).  .  .izox{x,y)^{m  —  i){m  —  3).  .  .2.  i . '^2(^7,7)  =  0 

ou 

{m  —  i)  cpi  {x,  y)  4-  cp2  (^,  7)  =  o, 

et  il  est  à  remarquer  que,  si  la  courbe  a  un  point  double,  l'é- 
quation de  la  polaire  conique  se  réduit  à 

c'est-à-dire  à  un  système  de  deux  droites.  La  polaire  du  troi- 
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sième  degré  d'un  point  triple  se  réduirait  à  trois  droites,  et 
ainsi  de  suite. 

On  voit  qu'en  général  un  point  multiple  d'ordre  p  d'une 
courbe  se  comporte  comme  un  point  où  seraient  condensés 
/)  points  delà  courbe.  Cette  remarque  estla  source  d'un  grand 
nombre  d'applications;  montrons  par  quelques  exemples  son 
utilité. 

Si  une  courbe  du  second  degré  a  un  point  double,  une 
droite  passant  par  ce  point  ne  la  coupe  plus,  à  moins  de  la  con- 
fondre avec  elle;  donc  la  courbe  doit  se  décomposer  en  deux 
droites. 

Si  une  courbe  du  troisième  degré  a  un  point  double,  une 
droite  passant  par  ce  point  ne  la  rencontre  plus  qu'en  un  seul 
point;  il  en  résulte  qu'en  prenant  ce  point  pour  pôle,  l'équa- 
tion de  la  courbe  en  coordonnées  polaires  contiendra  le  carré 
du  rayon  vecteur  en  facteur  ;  on  pourra  le  supprimer  et  l'équa- 
tion pourra  être  résolue  par  rapport  au  rayon  vecteur. 

Une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  avoir  deux  points 
doubles,  car  la  droite  qui  passerait  par  ces  points  doubles 
rencontrerait  la  courbe  en  quatre  points  et  par  suite  ferait 
partie  de  la  courbe  qui  se  décomposerait  en  une  conique  et 
une  droite. 

Une  courbe  du  quatrième  degré  ne  peut  avoir  plus  de 
trois  points  doubles,  car  si  elle  en  avait  quatre,  une  conique 
passant  par  ces  quatre  points  et  par  un  cinquième  point  la 
couperait  en  neuf  points;  elle  ferait  donc  partie  de  la  courbe 
qui  se  décomposerait  en  deux  coniques.  Nous  généraliserons 
plus  loin  ces  résultats. 


XXIII.  —  De  la  hessienne  et  de  l'influence  des  points  singuliers 
sur  les  points  d'inflexion. 


Nous  avons  vu  que  les  points  d'inflexion  d'une  courbe  de 
degré  m. 
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étaient  donnés  par  cette  équation  et  par  l'équation 


/.. 

/.2 

fn 

/.. 

M 

/» 

/3. 

U- 

/s  3 

que  nous  écrirons  pour  abréger 

H  =o. 

H  =  o  représente  une  courbe  de  degré  3 (m  —  2),  sur  laquelle 
se  trouvent  les  points  d'inflexion,  qui  par  suite  sont  au 
nombre  de  Z?n[ni  —  2).  On  a  donné  à  cette  courbe  le  nom  de 
hessienne  de/=  o,  et  l'on  peut  en  donner  la  définition  géo- 
métrique suivante  : 

La  hessienne  cfune  courbe  est  le  lieu  des  points  pour 
lesquels  la  polaire  conique  se  réduit  à  deux  droites. 

En  effet,  la  polaire  conique  du  point  (^,  j',  z)  a  pour  équn- 

tion 

XVii  +  YV22  +  Z2/33  -^  2  YZ/23  +  2XZ/13  +  2XY/12  =  o, 

X,  Y,  Z  désignant  les  coordonnées  courantes.  Pour  que  cette 
conique  se  réduise  à  deux  droites,  il  faut  que  l'on  ait  préci- 
sément 

H  =0. 

Ainsi  l'on  peut  dire  que  la  hessienne  est  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  la  polaire  conique  a  un  point  singulier^  on  peut 
dire  aussi  que  : 

La  hessienne  est  le  lieu  des  points  singuliers  de  la  pre- 
mière polaire  de  la  courbe  proposée. 

Et,  en  effet,  si  l'on  désigne  par  [xq,  y^,  Zq)  les  coordonnées 
du  pôle,  l'équation  de  la  polaire  àu.{n  —  ly^'nc  Jegré  ou  de  la 
première  polaire  sera 

^0/1 +70/2 +  -20/3  =  0. 

Exprimons  que  le  point  x,  y,  z  est  singulier;  pour  cela,  il 
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faudra  égalera  zéro  les  dérivées  du  premier  membre  de  cette 
équation,  prises  par  rapport  à  ^,  JK,  z,  ce  qui  donnera 

a?o/ii  +70/12  +  ^0/13  =  o, 
^0/21  +70/22  +  ^0/23  =  o, 

^0/31  ^yofii  +  ^0/33  =  0. 

En  éliminant^oy^oj  ^0  entre  ces  équations,  on  a  le  lieu  des 
points  singuliers  delà  première  polaire.  Ce  lieu,  comme  on  le 
voit,  n'est  autre  chose  que  la  hessienne.  c.   q.   f.  d. 

La  théorie  des  polaires  permet  d'ailleurs  de  retrouver  direc- 
tement la  formule  H  ^  o.  En  effet,  si  l'on  prend  un  point  d'in- 
flexion pour  origine  et  la  tangente  en  ce  point  pour  axe  des 
œ,  Féquation  de  la  courbe  prend  la  forme 

de  telle  sorte  que,  pour  7  =.  o,  l'équation  en  x  ait  une  racine 
triple  égale  à  zéro.  La  polaire  conique  de  l'origine  est 

(m  —  i)(m  —  2) . . .  2fz  -}-(m  —  2) . . .  2.i(<2jk2  _f-  bxy)  =  o; 

cette  équation  représente  deux  droites  dont  l'une  est  l'axe 

des  X. 

Réciproquement,   si  la  polaire  conique   représente   deux 

droites,  on  peut  supposer  que  l'une  soit  l'axe  des  ^  et^  sera 

facteur  dans  l'équation  de  la  polaire  conique,  à  savoir  dans 

d"^-^f  -111  •  1      /•  fv 

^^^^_^  j  et  par  suite  dans  les  deux  premiers  termes  de/;  en  etiet, 

-^^^   étant   égal   a  pyz  +  ay-  +  hyx,    ^^^    sera   égal    a 

t2 

py  - — \-[ay-  +  bxy)z-  +  cpg,  où  o^  est  un  polynôme  de  degré 

3  en  ^  et  7.  En  remontant  ainsi  jusqu'à/,  on  voit  que 7  res- 
tera facteur  dans  les  deux  premiers  termes  ;  par  suite,  pour 
y  =:o^  on  aura  trois  racines  nulles  en  x^  et  le  point  en  ques- 
tion sera  un  point  d'inflexion.  On  voit  donc  que  les  points 
d'inflexion  appartiennent  au  lieu  des  points  pour  lesquels  la 
polaire  conique  se  réduit  à  deux  droites,  lieu  dont  l'équation 
est  évidemment  H  =  o. 


208  CHAPITRE    III. 

Théorème.  —  i^  La  hessienne  dhine  courbe  passe  par 
ses  points  singuliers  ;  i°  les  points  singuliers  de  la  courbe 
sont  singuliers  pour  la  hessienne  ;  3°  les  tangentes  au  nœud 
sont  les  mêmes  pour  les  deux  courbes. 

D'abord,  si  l'on  a  /<  ==  o,  /o  =  o,  /s  =  o,  il  est  facile  de 
constater  que  l'on  a  H  ^  o;  cela  résulte  de  ce  que  les  équa- 
tions/<  =  o,/2  =  o,/3  =  o,  qui  sont  celles  d'un  point  singu- 
lier, peuvent  s'écrire 

^/ii +7/12-^-/13  =  0, 

^/2 1+7/22-^-/23  =  0, 
■2^/31  -^7/32 -+-^/33  =  0, 

et,  pour  que  ces  équations  aient  lieu  en  même  temps,  il  faut 
que  H  =  o.  Plaçons  l'origine  en  un  point  singulier;  l'équation 
de  la  courbe  sera 


Ecrivons-la  ainsi 


■  m-k-\ 


cp/,+l(^,7)- 


^m{oc,y)  =  o. 


jzm-k^(^x,  y)-^  0  =  0, 
en  mettant  o  au  lieu  de  cs^î  on  aura 


H 


?ii 


■m—k 


0\i 


(^i(m  —  k)-+-  Oi3 


?11 

?12 

?i 

?21 

Cf22 

?2 

?1 

?2 

(m- 

-A  — 

i)'f 

et  les  termes  du  degré  le  moins  élevé  dans  H  seront,  en  sup- 
posant -G  =  I  et  en  négligeant  les  facteurs  constants, 


(0 


Si  cp  est  du  second  degré,  les  termes  du  degré  le  moins  élevé 
dans  H  seront  aussi  du  second  degré  et  la  hessienne  aura 
aussi  un  point  double.  Si  cp  est  du  troisième  degré,  la  courbe 
proposée  a  un  point  triple,  les  termes  du  degré  le  moins  élevé 
dans  la  hessienne  seront  du  cinquième  degré  et  elle  aura  un 
point  quintuple,  etc. 
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Quand  le  nœud  est  seulement  un  point  double,  cp  peut  être 
pris  égal  à  xy  et  le  déterminant  (i)  prend  la  forme 


0 

I            7 

I 

0                X 

7 

X    {m  —  ' 

Z)xy 


=  — (m  —  5)^/, 


et  la  hessienne  a  les  mêmes  tangentes  que  la  courbe  proposée. 

Si  l'on  suppose  cp  =jK^j  la  courbe  possédera  un  rebrousse- 

ment  et  le  déterminant  (i)  devient  nul;  il  faut  alors  avoir 

égard  aux  termes  en  9;  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 


et  l'on  a 


^w— 2  y1  _u.  ^w-3  Q 


H  = 


(m  — 3)^'«-'^6i     iy{m  —  'i)z"^-^ 


{m  - 
i{ni 


3)x;' 


'y 


{m  —  3)(/?i  —  'i). 


'r 


ou,  en  n'écrivant  que  les  termes  du  degré  le  moins  élevé,  et 


en  négligeant  un  facteur  constant, 


H-j^e,,. 


La  hessienne  a  donc  un  point  triple  et  deux  tangentes  com- 
munes avec  la  courbe  proposée. 

De  là  résulte  que  la  présence  d'un  point  singulier  fait 
apparaître  dans  la  hessienne  un  autre  point  singulier  : 

1°  Si  le  point  singulier  est  un  point  double  ordinaire,  la 
hessienne  a  un  point  double  et  deux  tangentes  communes 
avec  la  courbe,  ce  qui  fait  six  points  confondus  avec  celle-ci  ; 
donc  : 

Un  point  double  ordinaire  fait  disparaître  six  points 
d' inflexion. 

2°  Si  la  courbe  proposée  a  un  rebroussement  ordinaire, 
la  hessienne  a,  en  ce  point,  un  point  triple  et  deux  tangentes 
communes,  ce  qui  fait  huit  points  communs  confondus;  donc: 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  i4 
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Un  point  de  rebroussement  ordinaire  dans  une  courbe 
fait  disparaître  huit  points  d'inflexion. 

3°  On  verrait,  d'une  façon  analogue,  que  la  présence  d'un 
point  triple  fait  disparaître  au  moins  quinze  points  d'inflexion 
de  ]a  courbe  proposée. 

Remarque.  —  Une  courbe  du  troisième  degré  a  3 . 3  .  i  =  9 
points  d'inflexion;  mais,  quand  elle  a  un  point  double,  elle 
n'en  possède  plus  que  trois,  et,  quand  elle  a  un  rebroussement, 
elle  n'en  possède  plus  qu'un. 

XXIII.  -  Formules  de  Plùcker. 

Supposons  qu'une  courbe  ne  contienne  que  des  singula- 
rités ordinaires.  Soient 

m  son  degré; 

n  sa  classe; 

o  le  nombre  de  ses  points  doubles; 

T  celui  de  ses  tangentes  doubles; 

i  le  nombre  de  ses  inflexions  ; 

r  celui  de  ses  rebroussements. 

Un  point  double  ordinaire  abaisse  la  classe  de  deux  unités 
et  un  rebroussement  ordinaire  de  trois  unités;  donc,  le  nombre 
qui  exprime  la  classe  étant  en  général  m{m —  i),  on  aura 

(  i)  Il  —  niim  —  \)  —  28  —  3  /'. 

La  théorie  des  coordonnées  tangentielles  fournit  l'équation 
analogue 

(2)  m  ^=^  n(n  —  1)  —  2t  —  3?. 

Un  point  double  fait  disparaître  six  inflexions,  un  point 
de  rebroussement  ordinaire  huit;  donc  3m(m  —  2)  étant  le 
nombre  des  inflexions  d'une  courbe  qui  n'a  pas  de  points 
singuliers,  on  devra  avoir 

(  3  )  i  =  3  /;z  (  m  —  2  )  —  6  0  —  8  /•. 
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La  théorie  des  coordonnées  tangenlielles  donnerait 
(4)  r  ^--  3  n ( /i  —  2)  —  6-:  —  8 i. 

Les  formules  (i),  (2),  (3),  (4)  sont  ce  que  l'on  appelle  les 
formules  de  Pliicker. 

'  Ces  formules  (i),  (2),  (3),  (4)  ne  sont  pas  distinctes;  car, 
en  ajoutant  les  deux  premières,  d'une  part,  et  les  deux  der- 
nières d'autre  part,  après  les  avoir  multipliées  par  3,  on  ob- 
tient des  résultats  identiques. 

Si  une  courbe  n'a  pas  de  points  doubles  ni  de  points  de 
rebroussement,  les  formules  (i)  et  (2)  donnent 

n  —  (7?i  ^  \  ) m,         i  =  o7?i{m  —  2 ), 

<'t  la  formule  (2) 

2 -:  =  n{n  —  i  )  —  ?n  —  3i  =  m ( tu  —  '2 ) ( ni^  —  9). 

Ainsi  une  courbe  de  degré  m  sans  points  doubles  et  sans  re- 

,                         ^        m{m  —  iMin^ — 9),  ^        ,      ii 

l)roussements  a ^  tangentes  doubles. 

XXIV.  —  Sur  la  courbe  appelée  jacobienne. 

Si  l'on  considère  les  trois  courbes 

ç.  —  o,        y  —  o,        ^  —  o, 

cl  si  l'on  désigne  toujours  les  dérivées  relatives  à  œ,  y,  z  par 
les  indices  i,  2,  3,  la  courbe  représentée  par  l'équation 

ou 

(  «  )     'f  1  X2  4^3  -^  T2  7.3  4^1  +  ?3  yj  ^-2  —  'W  yj  ?3  —  4^2  X3  ?1  —  4^3  /j  ?2  =  O 

sera  ce  que  l'on  appelle  la  jacobienne  des  trois  courbes   : 

Quand  Lj^ois  courbes  passent  par  un  même  point,  la  ja- 
cobienne passe  par  ce  point. 
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En  effet,  en  appelant  m,  n,  p  les  degrés  de  cp,  y ,  tj;,  on  a 

si  donc  on  désigne  par  J  le  premier  membre  de  (i),  on  a 

Donc  J  est  nul  quand  on  a  à  la  fois  ^,  y ,  tp  =  o  ;  donc,  etc. 

Quand  trois  coiu^bes  de  même  degré  passent  par  un 
même  point,  la  jacobienne  a  en  ce  point  une  singu- 
larité. 

En  effet,  en  différentiant  (2),  on  a 
dx  '  dx  à{y^  z)  ^  dx  à  {y,  z)       ^    \dx  d{j,  z) 


m 


dx  d(y,  z)  dx  d{y,  z)       ^  dx  d{y,  z) 

Or,  quand  cp,  y,  (J;  sont  nuls,  J  l'est  aussi,  et  l'on  a 

(A)     x—=m^  ^(X^  '\>)    ,   ^  ^X  ^OMPi_^^  ^OPj_X). 
^     ^  (^57  dx  d{y,  z)  dx  d{y,  z)  ^^  dx  d{y,  z) 

Si  donc  m  =  71=^  p,  le  second  membre  est  égal  à  mJ,  c'est- 

,    J.      ,     ,  di     âJ    dJ         ,1 

a-dire  a  zéro,  et  -— ?  ^-7  ^  sont  nuls. 

'         dx     dy     dz 

Si  y  =  o  et^  =  o  sont  de  même  degré  n  et  passent  toutes 
deux  par  un  point  double  de^=^o,  la  jacobienne  de  o  =  o,, 
y  =  o,  ^  =  0  aura  aussi  un  point  double  au  même  point, 
et  de  plus  les  tangentes  aux  deux  nœuds  seront  les  mêmes. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  formule  (A)  ;  en  effet,  si  n  =^p  el 

.do  ,  do  d(y,  ^)  do  d(y ,  ^) 

SI  --^  =0,  on  pourra  y  remplacer  m  -r^  tt-—^  P^^  ^  ^     w      \  ; 

dx  ^        ^  J  r  dxd{y,z)^  dxd(y,z) 

cette  formule  (A)  pourra  alors  s'écrire 

dJ 
X  ^-  =0, 
dx 
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d'où  l'on  conclut  que  J  a  ses  trois  dérivées  nulles.  De  plus 
(A.)  peut  s'écrire 

ax       ^  ax  à  {y,  z) 


En  difFérentiant  par  rapporta  x  et  y,  on  a 

dx^""  dx^  ~^"^       "'^[dx^  d{y,  z)  "^  dx  dx  d{y,z)y"''d^' 

x-^=.(m-n)\^'-^  ^^^-^^  +  ^  A  ^(X.  ^)  1  _^  ^  ^ 
dxdy         '  ydxdyd{y,z)        dx  dy  d{y,z)\  ây 

et,  au  point  commun, 


a2J        ^  ^  ()2cp  d(y,  tL) 

x^^=(m-n)-^^^-^:^^, 
dxdy  âyàx  â{y,  z)' 


on  a  donc  J^^  :  (p^  ^  =  J^2  :  ^12  =  Ji3  I  ^13  =  •  •  . ,  ce  qui  met 
en  évidence  l'identité  des  tangentes. 

Enfin  on  peut  encore  observer  que,  si  -^rr^  o,  ^  =  o  sont 
de  même  degré,  la  jacobienne  touchera  cp  =  o  aux  points 
communs. 

En  effet,  (A)  peut  s'écrire,  en  supposant  J  =  o, 

x^=(m-n)^^-i:^-^^' 
dx  ^  dx  d(y,  z)' 

en  différentiant  (2)  par  rapport  àjr,  on  aurait 

et,  par  suite, 

d3     da^  _  dS  ^  ^cp        dj  ^  ()cp 
dx  '  dx        dy  '  dy  ~  dz  '  dz 

La  jacobienne  de  trois  cercles  est  le  cercle  qui  coupe 
orthogonalement  ceux-ci. 

On  peut  donner  cette  définition  géométrique  de  la  jaco- 
bienne : 
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La  jacobienne  de  trois  courbes  est  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  les  polaires  droites  concourent  en  un  même 
point. 

En  effet,  ce  lieu  est  donné  par  l'élimination  de  a,  p,  y  enlre 


do 
dx 

dx 

dx 


o, 


La  j acobienne  de  (^  =  o,  y  =  o,  'i;  =  o  est  aussi  le  lieu 
des  points  doubles  des  courbes  comprises  sous  la  forme 

Xcp  -\-  |xy^  -L-  vtj;  =  o. 

Lorsque  le  premier  membre  de  la  jacobienne  de  trois  courbes 
est  identiquement  nul,  l'une  des  courbes,  si  elles  sont  de 
même  degré,  doit  passer  par  les  intersections  des  deux  autres  ; 
ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  trois 
courbes  de  même  degré  fassent  partie  d'un  faisceau  est 
que  le  déterminant  de  leurs  premiers  membres  soit  nul. 

Quand  l'une  des  courbes,  il;  =  o  par  exemple,  se  réduit  à 
une  droite,  la  jacobienne  est  le  lieu  des  points  dont  les  po- 
laires concourent  en  des  points  situés  sur  la  droite  donnée. 

Quand  deux  des  courbes  <];  =  o,  y  =  o  se  réduisent  à  des 
droites,  la  jacobienne  est  la  polaire  du  point  de  concours  de 
ces  droites. 

Supposons  trois  coniques  rapportées  à  un  triangle  con- 
jugué 

a  x"^  -+■  b  y'^  -\-  c  z^ 

a'  x^  -h  b'  r2  -h  c'  z'- 


a"x^-^ 

Leur  jacobienne  sera 

ax     hy      cz 

a' X     b'y     c' z 

a"  X     b" y     c"  z 

o, 


xyz  A  =  o  ; 
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elle  se  réduira  alors  à  trois  droites,  à  moins  que  le  détermi- 
nant A  des  coefficients  ne  soit  nul,  auquel  cas  les  coniques 
feraient  partie  d'un  faisceau. 

On  peut  définir  la  hessienne  d'une  courbe  le  lieu  des  points 
doubles  de  la  première  polaire  de  cette  courbe. 

En  effet,  si  l'on  considère  la  courbe 

(•)  /-o, 

sa  première  polaire  sera,  pour  le  point  (^o,  JKo?  ^o)? 

^o/i  -^  J0/2  -^  ^0/3  =  o. 

Pour  que  cette  polaire  ait  un  point  double,  il  faut  que  l'on 
ait  à  la  fois 

/  ^0/11  -^- Jo/12  -^  ^0/13  -  o, 

(  2  )  J  ^0/21   '-70/22  -  i-  ^0/23  --  o, 

'  a-0/31  —70/32  -r-  ^0/33  =^  O  ; 

l'élimination  de  ^07  7o?  ^0  fournit  bien  la  hessienne. 

La  steinérienne  d'une  courbe  est  le  lieu  des  points  pour 
lesquels  la  première  polaire  a  un  point  double;  pour  avoir  la 
steinérienne  de  la  courbe  (i ),  il  faut  éliminer  x^y,  z  entre  les 
équations  (2),  ce  qui  fournit,  en  appelant  n  le  degré  de/,  une 
équation  de  degré  3 (/z — 2). 

La  cayleyenne  d'une  courbe  est  l'enveloppe  des  droites, 
telles  que  AB,  A  désignant  un  point  pour  lequel  la  première 
polaire  de  la  courbe  a  un  point  double  B. 

XXV.  —  Sur  le  nombre  des  normales  que  l'on  peut  mener 
par  un  point  donné  à  une  courbe  algébrique. 

L'équation  d'une  courbe  de  degré  m  étant 
(0  /-o, 

l'équation  de  la  normale  est 

(.)  (X-.)|-(Y-^)|=o; 
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cette  équation,  quand  on  suppose  X,  Y  donnés,  est  celle  d'une 
courbe  de  degré  m  qui  rencontre  (i)  aux  points  qui  sont  les 
pieds  des  normales  menées  de  X,  Y  à  cette  courbe  (i).  Donc 
on  peut,  en  général,  mener  m^  normales  par  un  point  donné 
à  une  courbe  d'ordre  m. 

Mais,  si  la  courbe  (i)  a  8  points  doubles  et  r  points  de 
rebroussement,  ces  points  appartiendront  à  (2),  car  (2)  est 

satisfaite  quand  on  a  -^  =  o,  -r-  =  o;  de  plus,  il  est  facile  de 

voir  que,  si  le  point  (^,  y)  commun  aux  courbes  (i),  (2)  est 
un  rebroussement  de  (i),  les  courbes  (i)  et  (2)  y  ont  même 
tangente.  Supposons  en  effet  que  le  point  (^,jk)  soit  pris  pour 
origine,  les  équations  (i)  et  (2)  s'écriront  sous  la  forme 

372/11  +  2^7/12  -+-JKV22  -4- . . .  =  o, 

^(7/22  -^  ^/la)  —  Y(;r/n  -f- j/12) -f- . .  .  =  o. 

La  tangente  à  l'origine  à  la  seconde  courbe  a  pour  équation 
7/22  +  ^f\  2  =  07  car  cette  quantité  est  égale  à  jK/12  +  ^f\  1  ^ 
un  facteur  près,  indépendant  de  x  et  y,  puisque 

est  le  carré  parfait  de  \/f^  ^  x  +  y//i  2JK  O"  -,  si  l'on  veut,     ^ 

(.^Vn+ 2^7/12  4-7^22) -/7l  [/ii^ +/127?  =.. .; 
ainsi  par  un  point  donné  on  pourra  mener,  en  général, 

m'^  —  10  —  3  r 
normales.  Soit  n  la  classe  de  la  courbe  : 

n  =  m  {m  —  i)  —  2S  —  3r; 
en  appelant  N  le  nombre  cherché  de  normales,  on  a  ainsi 

N  =  771  -f-  n. 

Tl  y  a  une  exception  à  cette  règle.  Soient  T  le  nombre  de  fois 
que  la  droite  de  l'infini  est  tangente  à  la  courbe,/?  le  nombre 
de  fois  qu'elle  passe  par  les  points  circulaires  de  l'infini  :  la 
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droite  qui  joindra  le  point  (X,  Y)  aux  points  de  contact  avec 
la  droite  de  l'infini  pourra  être  considérée  comme  une  nor- 
male qui  ne  doit  pas  compter  dans  le  nombre  N;  les  droites 
qui  joignent  le  point  (X,  Y)  aux  ombilics  sont  aussi  des  nor- 
males, puisque  les  droites  isotropes  sont  normales  à  elles- 
mêmes;  ces  normales  ne  doiveat  pas  compter  dans  le  nom- 
bre N,  de  sorte  qu'en  réalité  on  a 


N  =  ni  --n  —  T 


ip. 


On  peut  mener  quatre  normales  à  l'ellipse  par  un  point 
extérieur;  si  l'ellipse  dégénère  en  parabole,  on  ne  pourra 
plus  en  mener  que  trois;  si  elle  dégénère  en  cercle,  on  ne 
pourra  plus  en  mener  que  4  — ^  2  =  2. 


XXVI.  —  Sur  les  développées  des  courbes  algébriques. 

On  a  vu  comment  on  trouvait  l'équation  de  la  développée 
d'une  courbe;  le  procédé  le  plus  simple  consiste  à  chercher 
l'enveloppe  des  normales.  Il  s'agit  maintenant  de  trouver  le 
degré,  la  classe  et  les  singularités  de  la  développée  d'une 
courbe  algébrique. 

Nous  généraliserons  à  cet  effet  la  notion  de  développée 
comme  il  suit  : 

Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  menons  par  un  point  M 
de  la  courbe  S,  dont  nous  voulons  étudier  la  développée,  la 
tangente;  soient  T  le  point  où  cette  tangente  rencontre  AB  etN 
le  conjugué  harmonique  de  T  par-rapport  à  A  et  B  :  MN  sera 
\di  pseudo-normale  de  S  en  M,  l'enveloppe  de  cette  pseudo- 
normale  sera  la  pseudo-développée  de  S. 

Cherchons  en  combien  de  points  la  pseudo-développée  de 
S  rencontre  la  droite  AB  ;  soient  m  le  degré  de  S,  8  le  nombre 
de  ses  points  doubles,  r  le  nombre  de  ses  rebroussements,  i 
le  nombre  de  ses  inflexions,  n  sa  classe;  soient  m! ^  8',  .  .  .  les 
nombres  analogues  pour  la  pseudo-développée  S'. 

i"  Il  pourra  y  avoir  un  point  de  S^  sur  AB,  parce  que  de  ce 
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point  on  pourra  mener  deux  pseudo-normales  infiniment  voi- 
sines; deux  tangentes  infiniment  voisines  au  point  M  de  la 
courbe  proposée  viendront  alors  se  couper  sur  AB,  le 
point  M  sera  un  point  d'inflexion  :  le  nombre  ni!  se  compo- 
sera donc  de  i. 

2"  Il  pourra  y  avoir  un  point  de  S'  sur  AB  si  le  point  M 
est  un  des  points  d'intersection  de  S  avec  AB;  ce  point  coïn- 
cidera avec  M  et  sera  un  point  de  rebroussement,  la  tangente 
en  S'  sera  la  droite  AB.  En  effet,  à  deux  points  voisins  de  M, 
dont  les  tangentes  concourront  sur  AB,  correspondront  deux 
pseudo-normales  passant  par  un  même  point  de  AB  et  infini- 
ment peu  inclinées  sur  AB;  chacun  de  ces  nouveaux  points 
comptera  alors  pour  trois  points  d'intersection  '.m!  se  compo- 
sera donc  non  seulement  de  ?,  mais  de  3 m. 

3*^  Quand  une  tangente  à  S  passe  en  A  ou  en  B,  la  pseudo- 
normale se  confond  avec  la  tangente  :  si  la  courbe  S  ne  passe 
pas  en  A,  il  ne  se  présente  rien  de  particulier;  mais,  si  cette 
courbe  passe  en  A,  le  point  A  n'est  plus  un  rebroussement, 
mais  un  point  ordinaire. 

4°  Quand  la  courbe  S  est  tangente  à  AB  en  M,  le  point  de 
contact  M,  qui  compte  pour  deux,  ne  fournira  qu'un  rebrous- 
sement. 

En  résumé,  si  l'on  appelle  p  le  nombre  de  fois  que  la  courbe 
passe  par  les  points  A  ou  B,  q  le  nombre  de  points  de  S  con- 
fondus sur  la  droite  AB,  on  aura 

m!  =^  i-\-Zin  —  3/>  —  '^q. 

Supposons  que  A  et  B  soient  les  ombilics  du  plan  :  cette 
formule  aura  encore  lieu,  et  la  développée  aura  son  degré  rn^ 
donné  par  la  formule  précédente.  Mais,/?  désignant  le  nombre 
de  fois  que  la  courbe  proposée  passe  par  un  ombilic,  ip  dési- 
gnera le  nombre  de  fois  qu'elle  passe  par  les  deux  ombi- 
lics, et  il  conviendra  d'écrire 

m'  =  t  -r-  3 m  —  Ziip  -T-  q). 

Soit  n'  la  classe  de  la  développée  :  ce  nombre  est  égal  au 
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nombre  des  normales  que  l'on  peut  mener  par  un  point  à  la 
courbe  proposée  ;  donc 

n'  —  m  -^  n  —  (  ip  -  '-  q  ) . 

Cherchons  enfin  le  nombre  t!  des  points  d'inflexion  de  la  déve- 
loppée. Ces  points  ne  peuvent  provenir  de  points  de  la  courbe 
proposée  situés  à  distance  finie,  car  il  faudrait  que  deux  nor- 
males menées  en  des  points  infiniment  voisins  du  second 
ordre  fussent  parallèles.  Mais  il  peut  y  avoir  des  points 
d'inflexion  à  l'infini;  si  le  point  correspondant  de  la  courbe 
est  un  ombilic  ou  un  point  de  contact  avec  la  droite  de  l'in- 
fini, en  sorte  que 

l'rr:   ip  -        q  , 

les  formules  de  Plûcker  feront  alors  connaître  le  nombre  des 
points  doubles  et  des  rebroussements  ;  on  a  en  efiet 

n  —  m' {m'      i)   —  20'-  3r', 
i'  —  3  (  m'  —  >.  )  m  —  60'       8  r  . 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  De  la  Gournerie  a  appelé  triangulaires  les  courbes  représen- 
tées, en  coordonnées  trilinéaires,  par  une  équation  de  la  forme 

x\"^       (y 
a)     -(i 

Discuter  ces  courbes.  La  polaire  réciproque  d'une  triangulaire   est 
une  triangulaire  quelle  que  soit  la  conique  directrice. 

2.  Si  l'on  appelle  diamètre  d'une  courbe  le  lieu  des  milieux  des 
cordes  parallèles  à  une  direction  fixe,  on  propose  :  1°  de  déterminer 
l'ordre  et  la  classe »des  diamètres  d'une  courbe  de  degré  m;  2°  de 
discuter  les  singularités  de  ce  diamètre;  3°  de  démontrer  que  l'enve- 
loppe des  diamètres  d'une  courbe  d'ordre  m  est  d'ordre  (m  —  0  (  '^'^  —  ^  ) 
et  de  classe  m  —  i. 

3.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  courbe 
de  classe  m  est  d'ordre  m{m  —  i)  :  étudier  les  singularités  de  ce  lieu. 
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4.  Lorsque  plusieurs  courbes  d'ordre  m  ont  m  points  communs^ 
leurs  polaires  d'un  point  donné  se  coupent  en  un  même  point. 

5.  Discuter  les  singularités  de  la  parallèle  à  l'ellipse. 

6.  Discuter  les  singularités  des  podaires. 
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CHAPITRE  IV. 

DES  QUESTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  DE  L'ESPACE  QUI  DÉPENDENT 
D'INFINIMENT  PETITS  DU  PREMIER  ORDRE. 


I.  —  Coordonnées  homogènes. 

Nous  représenterons  souvent  les  coordonnées  d'un  point 

dans  l'espace,  non  plus  par  ^,  JK,  ^,  mais  par  y,  ~,  -";  alors 

x,  y,  Zj  t  seront  les  coordonnées  homogènes  de  ce  point  et 
les  rapports  de  ces  quantités  à  l'une  d'elles  seront  seuls  déter- 
minés. Si,  dans  l'équation  d'une  surface 

(i)  /(^,7,  ^)  =  o, 

on  change  ^,jKj  -3  en  -?  —  ?  -^  et  si  l'on  chasse  les  dénomina- 
teurs, cette  équation  se  transforme  en  une  autre  homogène, 
de  même  degré  que  (i), 

et  qui,  pour  ^  =  i,  reprend  la  forme  (i).  Les  points  à  l'infini 
correspondent  à  la  valeur  ^  =  o  de  ^.  Si  l'on  remarque  que 
toute  équation  du  premier  degré  en  x,  y^  z,  t  représente  un 
plan,  excepté  l'équation  qui  ne  contient  que  la  variable  t^  on 
pourra  convenir  de  dire  que  cette  équation  elle-même  repré- 
sente encore  un  plan  rejeté  à  l'infini  ou  \e plan  de  l'infini; 
d'ailleurs  l'équation  ^  =  o  est  l'équation  limite  vers  laquelle 
converge  l'équation 

ax -^  by -\- cz -^  dt  =  o, 
quand  les  coordonnées  à  l'origine ?  —  r  ? croissent 
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indéfiniment,  c'est-à-dire  quand  le  plan  représenté  par  cette 
équation  se  transporte  à  l'infini. 

Tous  les  points  à  Tinfîni  peuvent  donc  être  considérés 
comme  appartenant  au  plan  analytique  t  =  o. 

Rappelons  que  tout  plan  coupe  une  surface  d'ordre  m 
suivant  une  courbe  d'ordre  f?i  dont  une  partie  ou  la  totalité 
pourra  être  transportée  à  l'infini. 

Rappelons  aussi  qu'une  courbe  est  du  degré  di  quand  elle 
est  coupée  par  un  plan  en  /?z  points  situés  à  distance  finie  ou 
infinie. 

Supposons  que,  par  un  point  de  coordonnées  ^o?  J'o?  ^oj 
on  mène  des  droites  rencontrant  la  surface  représentée  par 
l'équation 

(i)  f{x,y,z)^o 

à  V infini.  En  d'autres  termes,  supposons  Téquation  (i)  algé- 
brique et  de  degré  m  ;  en  général,  la  droite  représentée  par 

,   .  X  —  Xq        y  —  Yo       ^  —  ^0 

(,)  _^_  ^_^__=..__    ._p 

la  rencontrera  en  m  points,  dont  les  p,  ou  distances  au  point 
^0  5  y 01  ^o>  seront  données  par  la  formule 

(3)  /(xo-.- ap,yo~'- l^p,  ^o--cp)  =  o. 

Si  cette  équation  en  p  s'abaisse  au  degré  m  —  i ,  on  pourra 
dire  qu'elle  a  alors  une  racine  infinie,  et  que  l'un  des  points 
d'intersection  de  la  droite  (2)  et  de  la  surface  est  à  l'infini. 
Si  l'on  appelle  cp(^,  j',  z)  l'ensemble  des  termes  de  degré  le 
plus  élevé  dans  f(.x,  y,  ^),  on  voit  que,  pour  qu'une  droite 
telle  que  (2)  rencontre  la  surface  à  l'infini,  il  faut  et  il  suffit 
que  cp((2,  b,  c)  =  o,  condition  indépendante  de  Xq,  yQ,  Zq^ 
qui  montre  que  toute  droite  parallèle  à  une  droite  rencon- 
trant la  surface  à  l'infini  la  rencontre  elle-même  à  l'infini. 

Les  droites  qui  rencontrent  une  surface  à  l'infini  sont  des 
droites  asympto tiques^  leurs  directions  forment  les  direc- 
tions asympto tiques;  les  droites  asj'mptotiques  passant  en 
^o>  fo)  ^0  forment  le  cône  des  directions  asymptotiques  rela- 


INFINIMENT    PETITS    DU     I^'    ORDRE    DANS    L'eSPACE.        223 

lives  à  ce  point;  pour  obtenir  son  équation,  on  élimine  a,  b^  c 
entre  ^{a,  b,  c)  =  o  et  les  équations  (2),  ce  qui  donne 

Le  cône  des  directions  asymptotiques  porte  parfois  le  nom 
de  coiie  directeur.  Dans  les  surfaces  engendrées  par  une 
droite  mobile^  les  droites  génératrices  de  la  surface  sont  évi- 
demment des  directions  asymptotiques. 


II.  —  Tangentes  aux  courbes  gauches. 

La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  gauche  se  définit 
comme  la  tangente  à  une  courbe  plane;  c'est  la  limite  des  po- 
sitions que  prend  une  sécante  passant  au  point  M,  quand  un 
second  point  d'intersection  vient  se  confondre  avec  cepointM. 

Les  équations  générales  des  droites  qui  passent  par  un 
point  M  d'une  courbe  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z^  et 
par  un  second  point  ayant  pour  coordonnées^  -]-  ^x^y  -^r  Ai', 
;  +  A^  sont 

■  ^  Aa-  Aj  A^ 

Dans  toute  courbe  le  z  est  une  variable  dont  Vx  et  Vy  sont 
fonctions;  plus  généralement,  on  peut  supposer  ^,  j',  i:;  fonc- 
tions d'une  variable  indépendante  quelconque  t.  En  multi- 
pliant les  équations  (\)  par  A^  =  dt  et  en  supposant  que  le 
point  ^ -4- A^,  j' +  A)%  ^ -f- A:j  vienne  se  confondre  avec 
.r,  y,  z,  les  équations  (1)  deviennent,  pour  A^  =  o, 

X  —  X  _Y  — y  _  Z  —  z 

x'      ~     y      "      z'     ' 

x' ,  y,  z'  désignant  les  dérivées  de  x^  y,  z  relatives  à  t.  Nous 
remplacerons  plus  souvent  ces  équations  par  les  suivantes 

dx  dy  dz 

que  l'on  obtient  en  divisant  les  premières  par  dt. 
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Ce  sont  les  équations  générales  de  la  tangente  à  une  courbe 
dans  l'espace.  Si  l'on  suppose  ^  =  ^,  elles  prennent  la  forme 

(,.)  X-.  =  (Z-.)g,        Y™^  =  (Z-.)|. 

Ces  équations  sont  celles  de  la  tangente  à  la  projection  de  la 
courbe  sur  les  plans  des  xz  et  des  jk^.  Ce  qui  démontre  que 
la  tangente  à  la  projection  d^une  courbe  sur  un  plan  est 
la  projection  de  la  tangente  à  la  courbe  sur  ce  plan;  ce 
qui  était  presque  évident  a  priori. 

La  tangente  à  une  courbe  gauche  en  un  point  M  est  en 
général  la  limite  des  positions  que  prend  une  sécante 
quand  deux  points  d'intersection  viennent  se  confondre 
en  M. 

En  effet,  les  équations  d'une  sécante  passant  par  les  points 
de  la  courbe  x^,  y^,  Zi  et  Xo,  ^2^  ^2  ont  pour  équations 

^2  —  ^1  -^2  —  -^1 

et  si  ^  et  jK  sont  développables  par  la  formule  de  Tajlor 
limitée  à  son  premier  terme,  on  pourra  écrire 

372  — ^1  =  (^2  —  ^1)^', 

H'  et  r/  désisrnant  des  valeurs  de  -7-?  -^  pour  une  valeur  de  z 
*  ^  dz    dz  '^ 

comprise  entre  Z\  ei  Z2  ;  les  équations  de  notre  sécante  s'écri- 
ront alors 

•     •  cl  ce     clv 

En  passant  aux  limites  et  en   supposant  de  plus  -^7  -— 

continus,  on  retombe  sur  les  équations  (2).  Mais  cette  con- 
clusion suppose  x^  y,  -j^->  -j-  continus.  S'il  en  était  autre- 
ment, on  dirait  que  le  point  (^,  j',  z)  est  un  point  singulier 
de  la  courbe,  et  notre  théorème  pourrait  cesser  d'être  exact. 
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Toutefois,   ne    sont  pas  considérés  comme  singuliers  les 

^  dx        dy  .      ^  .    ^    .        .  .  ,. 

points  ou  -j-  ou  -y-  seraient  mlmis,  si  cette  circonstance  dis- 
^  dz         dz  ^ 

paraît  par  un  changement  de  coordonnées.  Tous  les  raison- 
nements que  nous  ferons  dorénavant  supposeront,  à  moins 
que  l'on  ne  prévienne  expressément  du  contraire,  que  l'on 
n'a  jamais  affaire  à  des  points  singuliers. 

Pour  exprimer  qu'une  droite  représentée  par  les  équations 

f'x\  X  —  a-Q  _  Y  — jo  _  Z  —  ^0  _  ^ 

\^)  :7~~  —       T.       —       ~       —  P 


est  tangente  à  une  courbe,  il  suffira,  d'après  ce  que  l'on  vient 
de  voir,  d'exprimer  qu'elle  rencontre  la  courbe  en  deux  points 
confondus,  ce  qui  se  fera  en  écrivant  que  les  équations  (3) 
et  celles  de  la  courbe  ont  deux  solutions  communes  confon- 
dues, ou,  si  l'on  veut,  que  les  équations  en  p,  obtenues  en 
portant  dans  les  équations  de  la  courbe 

XQ-\-ap,        7o-T-6p,         ^o+cp 

à  la  place  de  X,  Y,  Z,  ont  une  solution  double  commune. 
(Toutefois  il  faut  bien  faire  attention  qu'une  droite  rencon- 
trant une  courbe  en  deux  points  confondus  en  un  point  sin- 
gulier n'est  pas  toujours  tangente.)  On  pourra  aussi,  et  cela 
vaudra  mieux,  exprimer  que  la  droite  (3)  coïncide  avec  une 
tangente,  en  identifiant  les  formules  (3)  avec  (2);  on  a  alors 

a7+(Z  —  ^)-r--=iro-+-(Z  —  zo)  -  -, 
clz  c 

7  +  (Z  — ^)  ^  =7o  +  (Z  — zo)^-. 
Ces  formules  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  Z,  il  faudra  que 


X  - 

dx 

-'-dz-'"'- 

—  Zq 

a 

c 

y- 

dy 

-^'tz-y^- 

dx       dy 
a    ~    b    ~ 

dz 

c 

b 
c 

,.  —  Traité 

d'Analj 

vse,  II. 
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En  éliminant  x^y^  z  entre  ces  équations  et  celles  de  la  courbe, 
on  aura  les  conditions  du  contact. 


III.  —  Plan  normal,  plan  tangent. 

Le  plan  normal  à  une  courbe  au  point  M  est  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  tangente  en  M  passant  par  ce  point. 

Une  normale  est  une  droite  perpendiculaire  à  la  tangente 
menée  par  le  point  de  contact.  Le  plan  normal  en  M  est  donc 
le  lieu  des  normales  en  M. 

Si  l'on  suppose  les  coordonnées  rectangulaires,  l'équation 
du  plan  normal  en  x^  y^  z  sera  donc 

(X  —  J7)  clv  ^-  ( Y  -^- j)  cly-^{Z  —  z)dz=o. 

Ce  plan,  en  effet,  passe  bien  en  x^  )',  z  et  il  est  perpendicu- 
laire à  la  direction  dx^  dy^  dz  de  la  tangente  en  ce  point. 

Un  plan  tangent  est  un  plan  qui  passe  par  une  tangente. 
L'équation  générale  des  plans  tangents  au  point  [x,  y,  z)  sera 
donc 

X  -  ^-  (Z  --Z)  ^  -;-  A  [(Y  -  j)  -  (Z  -^)  *j  -.  o 

ou,  si  l'on  veut  encore, 

A(X--^)-:-B(Y-7)-:    G(Z  — j)r^o, 

A,  B,  C  étant  liés  entre  eux  par  la  relation 

A  dx  -T-  B  dy  -v-  C  dz  —  o. 

Pour  exprimer  qu'un  plan  est  tangent  à  une  courbe,  il  suffît 
d'écrire  qu'il  p  isse  par  une  tangente,  ou  qu'il  rencontre  la 
courbe  en  deux  points  confondus,  ce  qui  se  fera  en  éliminant 
X  ei y  entre  les  écpiations  de  la  courbe  et  du  plan  et  en  expri- 
mant que  la  résultante  en  ^  a  une  racine  double  [lorsque  le 
point  (jc,  j',  z)  n'est  pas  singulier]. 
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IV.  —  Plans  tangents  aux  surfaces  courbes. 

Supposons  que  les  équations  d'une  courbe  soient  données 
SOUS  la  forme 

Cherchons  les  équations  de  la  tangente  au  point  (^,  y,  z).  Ces 
équations  sont 

X  —  .X       Y^y       7.Z 


(^) 


dx  dy  dz 


mais  il  reste  à  remplacer  dx^  dy^  dz  par  leurs  valeurs  que 
l'on  déduira  de  (i)  après  les  avoir  dilTérentiées,  ce  qui  donne 

\  —  dx  '•■:-  ^  dy  -■--  T-  dz  —  o- 
\  ox  r)y    -^         ùz 

(  3  )  \  ^ 

f  -~  dx  -'-  --  dy  -;-  -—  dz  —  o. 

\  dx  ùy    "  dz 

J^es  équations  de  la  tangente  s'obtiendront  en  tirant -7-  et  -r- 
'  ^  dz        dz 

de  (3)  pour  porter  leurs  valeurs  dans  (2),  ce  qui  revient  à 

éliminer  dx^  dy^  dz  entre  (2)  et  (3).  Cette  élimination  peut 

se  faire  en  remplaçant,  dans  (3),  dx^  dy ^  dz  par  les  quantités 

l^roportionnelles  X  —  x^  Y — y^  Z —  z  tirées  de  (i);  ce  qui 

donne 

(4)  (X-..)|+(Y-^)|-.(Z-.)f  =  o, 

telles  sont  les  équations  de  la  tangente. 

L'une  de  ces  équations  est  indépendante  de  la  forme  de 
la  fonction/;  c'est  l'équation  (5);  l'autre  équation  (4),  qui 
est  du  premier  degré  en  X,  Y,  Z,  et  qui  par  conséquent  repré- 
sente un  plan,  reste  la  même  quand  on  fait  varier  B  d'une  façon 
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quelconque.  En  faisant  varier  la  forme  de  9,  on  engendre  une 
série  de  courbes  situées  sur  la  surface /=o,  et  passant  en 
x^y,  z]  l'une  des  équations  (4)  des  tangentes  à  ces  courbes 
est  donc  la  même  pour  toutes  ces  courbes  :  elle  représente 
donc  le  lieu  des  tangentes  à  ces  courbes.  Ce  lieu  est,  comme 
l'on  voit,  un  plan;  on  lui  adonné  le  nom  de  plan  tangent 
en  ^,  jr,  -3  à  la  surface /=  o. 

L'équation  (5)  est  de  même  celle  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face Q  =  o;  on  peut  donc  dire  que  la  taiigente  en  M  à  une 
courbe,  intersection  de  deux  surfaces,  est  V intersection  des 
plans  tangents  à  ces  deux  surfaces  au  point  M. 

La  notion  de  plan  tangent  est  si  importante  que  nous  allons 

nous  y   arrêter  un  instant.  Le  plan  tangent  en  un  point 

d'une  surface  est  le  lieu  des  tangentes  menées  par  ce  point 

à  la  surface.  Cette  définition  ne  peut  être  adoptée  que  quand 

on  a  prouvé  que  le  lieu  des  tangentes  est  bien  un  plan.  Il  n'en 

est  pas  toujours  ainsi,  et  la  démonstration  précédente,  exa- 

•      1  .  .  df    df       df  ,     .  , 

mmee  avec  soin,  le  prouverait;  car,  si  -;r^ ?  -f-  et  v"  étaient  nuls 
'      ^  ^        ^       dx    oy       az 

tous  trois,  elle  tomberait  en  défaut. 

En  général,  en  un  point  donné  d'une  surface  représentée 
parl'équation/=  o,  on  n'a  pas  à  la  fois 

df  df  df 

dx  df  '  ôz 

toutefois  cette  circonstance  pourra  se  présenter;  alors  le 
point  {x,  j',  z)  est  un  point  singulier.  En  général,  nous 
appellerons /?0i/2^  singulier  tout  point  d'une  surface  pour 

lequel  la  coordonnée  z  ou  Tune  de  ses  dérivées  -^j  -t^»  ••• 

cesserait  d'être  finie  et  bien  déterminée. 

Lorsque  l'équation  d'une  surface  se  présente  sous  la  forme 

z  =  <!^{x,y) 
OU 

l'équation  (5)  du   plan   tangent   prend   une    forme    souvent 
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usitée;  -f-  et  ~  sont  es^aiix  a  ~-  et  -^^  ou  ^  et  -7-7  et  -.^  est 

ax         oy  °  ôx         oy  ax         oy  dz 

égal  à  —  I  :  on  a  alors,  au  lieu  de  l'équation  (4), 

OU,   en  désignant,  conformément  à  un  usage   très   répandu, 

dz  dz 

(7)  Z-z^p{li-x)-^q{\~y). 

Il  est  clair  que  cette  équation  du  plan  tangent  deviendrait 

•n  .  •  .         /  NI  .    ,  dz  dz 

illusoire  SI  au   point  (^,  y,  z)  les  quantités  p  =  -- ,  q  =  — 

cessaient  d'être  bien  déterminées. 

On  passe  de  l'équation  (^)  à  l'équation  (4)  en  observant 
que  la  règle  de  la  différentiation  des  fonctions  implicites 
donne 

^  dx'  dz  ^  dy'dz 

On  voit  d'ailleurs  que  -^-7  t^j  —  ne  peuvent  être  nuls  à  la 
^        dx    dy     dz         ^ 

fois  qu'en  un  point  singulier. 

Le  plcui  tangent  en  x,y^  z  est  le  lieu  des  droites  qui, 
passant  en  ûo,y,  z^  passent  aussi  par  un  point  infiniment 
voisin  de  ce  point. 

Cette  proposition  presque  évidente  peut  se  démontrer  di- 
rectement, en  observant  que 


dx  dy  dz 

sont  les  équations  d'une  droite  passant  par  deux  points  infi- 
niment voisins  {x,  j,  z)  et  {x  -t-  dx,  y  4-  dy^  z  +  dz).  Si  ces 
deux  points  sont  sur  la  surface,  on  a 

dz  —  p  dx  -^  q  dy  \ 
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d'où    l'on  conclut  l'équation  (-)  par  l'élimination    de    dxy 
dj-,  dz. 

Le  plan  tangent  est,  en  général,  la  limite  d\in  plan 
passant  par  trois  points,  infiniment  voisins  du  point  de 
contact,  se  confondant  avec  lui. 

En  effet,  l'équation  d'un  plan  passant  par  trois  points 

x^  y^  z\     X  ^  h^  y  -\-  k^  z  -\-l\     x  -\-  h' ,  y  -\-  k',  z  -+-  l' 


est 


X  —  X     Y  — y     Z  —  z 
h  k  l 

h'  k'  V 


en  observant  que  la  formule  de  Taylor,  limitée  aux  termes  du 
premier  ordre,  donne  pour  les  accroissements  /  et  /'  de  z 


l  =  ph  -\-  qk^         V  =  pli  -\-  qk\ 


on  a 


X  — ;r     Y— j        Z—z 

h  k  ph-\-  qk 

h'  k'        ph'  -h  qk' 

Multipliant  la  première  colonne  par  p,  la  seconde  par  q  et 
soustrayant  de  la  dernière,  on  a 

X-:r     Y-y     Z-z-p{X-x)-q{Y-y) 
h  k  o 

h'  k'  o 

ou  bien,  en  supprimant  le  facteur  hk^ —  kh'  [différent  de  zéro 
si  les  points  (0,0),  (h,k)j  [Ji' ,k')  ne  sont  pas  en  ligne  droite], 

Z-z-p{X-x)-q{Y-y)  =  o; 

c'est  l'équation  du  plan  tangent. 

Cette  démonstration  suppose  Ji  et  k  déveioppables  par  la 
formule  de  Taylor;  elle  ne  s'appliquerait  donc  pas  au  point 
{x^y,  z)  si  ce  point  était  singulier. 
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Le  plan  tangent  à  une  surface,  en  un  point  donné  M 
qui  n^est  pas  singulier,  coupe  cette  surface  suivant  une 
courbe  qui  présente  un  point  singulier  en  M. 

En  effet,  si  l'on  prend  le  plan  tangent  pour  plan  des  xy  et 
le  point  de  contact  pour  origine,  l'équation  de  la  surface  est 
de  la  forme 

la  quantité  cp  [x,  y)  est  nulle  pour  ^  =  o,  j^  =  o,  les  quan- 

.  y     ,.       d^     do     ^  .  11. 

tites  p  et  q,  c  est-a-dire  t^?  -p?  le  sont  aussi;  car  le  plan  tan- 
gent, qui  a  pour  équation 

p{X-x)-^q{Y-y)  =  Z-z, 

se  réduit  à  Z  ^  o  pour  x  :=o,  y  ^=  o.  Ceci  posé,  l'équation 
de  la  courbe,  intersection  de  la  surface  par  son  plan  tangent, 

est 

o  =  cp(a?,7). 

Or  -r^,  -r^  sont  nuls  pour  x  =  o^  y  =  o;  donc  le  point  de 

contact  est  un  point  singulier  de  la  section. 

On  appelle  normale  à  une  surface  la  normale  au  plan 
tangent  menée  par  le  point  de  contact. 

Ses  équations  sont 

X  — 37  _  Y— y  _  Z_-^ 
P       ~      9  —i' 

ou,  en  supposant  la  surface  représentée  par  une  équation  de 
la  forme /=  o, 

(X-.):f  =(Y-^):f  =(Z-.):f. 

^  ^    dx       ^  ày  ^    âz 

La  tangente  à  une  courbe  est  une  droite  dont  la  distance 
à  un  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  de 
contact  est  du  second  ordre;  le  plan  tangent  à  une  surface 
est  un  plan  qui  est  à  une  distance  du  second  ordre  d^un 
point  ciuelconque  infiniment  voisin  du  point  de  contact. 
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C'est  ce  que  l'on  peut  constater  géométriquement  en  obser- 
vant que,  si  M  et  M'  sont  deux  points  infiniment  voisins  d'une 
courbe  et  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  de  M'  sur  la 
tangente  en  M,  on  aura  M'P  =  MM' sinM'MP;  or  l'angle 
M'MP  tend  vers  zéro,  puisque  MM'  a  pour  limite  la  tangente 
MP  en  M;  donc  M'P  est  bien  du  second  ordre.  Réciproque- 
ment, si  M'P  est  du  second  ordre  par  rapport  à  MM',  il  fau- 
dra que  M'M  P  soit  infiniment  petit,  c'est-à-dire  que  la  sécante 
MM'  soit,  à  la  limite,  tangente  à  la  courbe. 

Soient  maintenant  M  un  point  d'une  surface.  M'  un  point 
voisin  de  M  pris  sur  la  surface,  M'Pla  perpendiculaire  menée 
de  M'  au  plan  tangent.  Considérons  une  courbe  passant  en  M 
et  en  M' et  sa  tangente  située  dans  le  plan  tangent;  la  distance 
de  M'  à  sa  tangente  est  au  moins  égale  à  M'P;  or,  cette  distance 
étant  du  second  ordre,  il  en  sera  de  même  de  M'P.  Récipro- 
quement, si  M'P  est  du  second  ordre,  quel  que  soit  M',  le 
plan  sera  tangent  à  la  section  plane  passant  en  M',  et  par  suite 
contiendra  une  infinité  de  tangentes  à  la  surface. 


V.  —  Nouvelle  forme  de  l'équation  du  plan  tangent.  —  Conditions 
auxquelles  on  peut  l'assujettir. 

Supposons  que,  dans  l'équation  d'une  surface 

on  remplace  x^y,  z  par  -?  —,  ^  et  que  l'on  chasse  ensuite 

le  dénominateur  t  (si  l'on  peut);  on  obtiendra  une  équation 
homogène  en  x,  y,  z^  t^  à  savoir 

laquelle  sera  identique  à/(^,  jr,  ^)  =  o  quand  on  supposera 
tz=zi  [si  l'équation  f{x,  y^  z)  =  o  est  de  forme  entière, 
l'équation  (i),  obtenue  en  chassant  le  dénominateur  t,  sera 
entière  et  de  même  degré].  Nous  pourrons  différentier  la 
fonction  /  par  rapport  à  t;  mais,  les  diflférentiations  cfTec- 
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tuées,  nous  supposerons  t=i.  Ceci  posé,  l'équation  du 
plan  tangent  à  la  surface  (i),  dans  laquelle  t  est  supposé  égal 
à  I,  est 


ou 


(-2) 


dx  ôy  dz        \     ôx       -^    dy  dz  ] 


Or  on  a  identiquement,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions 
homogènes, 

""  dx    '  ^  dy^^  dz    '    ^  dt~  '^' 

[ji  désignant  le  degré  de  la  fonction  homogène  /;  et,  comme 
/(^,  jK,  ^,  t)  =  o,  on  tire  de  là,  en  supposant  t  =  ly 

ôx    ^  dy  àz~  dt'~  dt' 

et,  par  suite,  (2)  devient 

(3)  x^f-^YiUz'^-f-,-T%^.o. 

dx  ây  dz  dt 

Cette  formule  est  une  nouvelle  forme  de  l'équation  du  plan 
tangent,  qui  est  souvent  plus  utile  que  la  forme  (2). 

Problème  I.  —  Trouver  la  condition  pour  que  le  plan 
représenté  par 

(1)  lX-^m\-\-nZ-^pT  =  0 

{oùT  est  supposé  égal  à  un)  soit  tangent  à  la  surface  re- 
présentée par  V  équation 

/(X,Y,  Z,  T)  =  o. 

Pour  résoudre  ce  problème,  on  peut  exprimer  que  le  plan 
coupe  la  surface  en  trois  points  confondus,  ou  suivant  une 
courbe  à  nœud;  mais  il  vaut  mieux  identifier  l'équation  (1) 


234  CHAPITRE    IV. 

avec  celle  du  plan  tangent 

dx  âj  dz  dt 

an  point  {x,y,  5),  ce  qui  donne 


(3) 

dx 

:l  = 

àf' 

m 

âz  ' 

avec 

la  condition 

(4) 

f{^: 

'J'^ 

z,  0  = 

qui  exprime  que  le  point  (x,  r,  z)  est  sur  la  surface.  En  éli- 
minant .2-,  y^  z,  t  entre  (3)  et  (4),  on  a  la  condition  cher- 
chée. Pour  faire  l'élimination,  on  égale  la  suite  de  rapports 
(3)  à  5;  on  a  alors 

fn^      àf  1  àf  df  df 

(5)  -r ■  si  ~  o,     ~  —  sin  =  0,     -^ ■  sn  —o,       ~-  —  sp  =o\ 

^         dx  (^f  dz  ôt         ^ 

en  ajoutant  ces  équations,  multipliées  par  x,  y^  z,  t,  et  en 
observant  que 

df  ôf  df  df 

dx       -^   dy  dz  dt        ^-^ 

on  a 

(6)  Ix -\- my -\- nz -\- pt  =0^ 

équation  qui  peut  remplacer  (4).  Ainsi  la  condition  cherchée 
s'obtient  en  éliminant  ^,  r,  ^,  t^  s  entre  (5)  et  (6). 

Si,  pour  faire  une  application,  nous  supposons  que/=  o 
se  réduise  à  l'équation  du  second  degré 

(  -\-  2ai!,xt  -^la^-ijz  4-  la^kyf^  H-  iciz\Zt  =  o, 

la  condition  pour  que  le  plan  (i)  soit  tangent  à  cette  surface 
s'obtiendra  en  éliminant  x^  y,  z,  t^  s  entre  (6)  et 

«1137  +  «isjK  -T-  «is'^  H-  ay^t  —  Is  =  o, 
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ce  qui  donnera  pour  la  condition  cherchée 


«H 

«12 

«13 

«14 

/ 

<72i 

«22 

a,. 

<22i 

m 

«31 

«32 

«33 

«34 

II 

«U 

«42 

«43 

«44 

P 

/ 

7?l 

n 

7^ 

o 

En  général,  assujettir  un  plan  à  être  tangent  à  une  surface, 
c'est  l'assujettir  à  une  seule  condition,  comme  on  le  voit. 
Cependant  les  équations  (3)  et  (6)  peuvent  être  telles  que 
l'on  puisse  en  déduire  deux  relations  distinctes,  indépen- 
dantes de  x^y,  z^  entre  /,  m,  n,  p.  Dans  ce  cas,  les  rapports 
l'.  m\  n\  p  peuvent  s'exprimer  en  fonction  d'un  seul  d'entre 

eux,  et  les  formules  (3)  montrent  que  les  dérivées  t-'  t-' 
■i-i  j-  sont  telles  qu'il  existe  deux  relations  homogènes  entre 

elles.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  cette  question^  bor- 
nons-nous à  faire  observer,  dès  à  présent,  qu'il  existe  une 
classe  particulière  de  surfaces  que  l'on  appelle  développables 
et  telles  qu'assujettir  un  plan  à  leur  être  tangent,  c'est  l'assu- 
jettir à  deux  conditions. 

PiioBLi^:ME  II.  —  Trouver  la  condition  pour  qu^ une  droite 
touche  une  surface. 

On  peut  exprimer  que  la  droite  rencontre  la  surface  en 
deux  points  confondus;  mais,  si  l'on  observe  que  la  surface 
peut  avoir  des  points  singuliers,  il  vaudra  mieux  exprimer 
que  la  droite  en  question  est  contenue  dans  un  plan  tangent 
et  passe  parle  point  de  contact. 

Soient 

(    /X  -I-  771  Y  -h  /i  Z  -!-/)  T  =  o, 

(    /'X  -^  TTl'Y  +  7l'Z  H-/T  =  o 

les  équations  d'une  droite  ;  pour  exprimer  qu'elle  est  contenue 
dans  le  plan  tangent  au  point  {x^  y,  z,  t)  à  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation 

f{x,y,  z,  0  =  0, 
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il  faudra  exprimer  que  le  plan  tangent 

âx      ^      dy  dz  dt 

passe  par  l'intersection  des  plans(i),et  que  le  point  (^,jr,^, /) 
est  sur  la  droite  (i).  En  appelant  alors  ^et  s  deux  paramètres 
convenablement  choisis,  on  devra  avoir 


-—  -{-  si  -h  s  l  =  o, 


dz 


Ix 


dy- 

àf 
ôt 

V  X 


sin  -\-  s  m  =  o, 


SJl-^  s  n  =  o,  -^  H-  5/>  H-  s  p  =  o, 

J7iy  -+-  nz  -\-pt  =  o,  l'x  +  m'y  h-  n' z  -{- p' t  =  o. 

L'élimination  de  x,  y,  z,  t,  s,  s'  entre  les  équations  don- 
nera la  condition  cherchée. 

En  particulier,  si  f(x,  y,  z,  t)  est  égal  à  la  fonction  du 
second  degré  a<,^-4-.  .  .+  la^aj^zL,  on  aura  pour  la  con- 
dition cherchée 

«11       «12       «13  «14         l          l' 

«21       «22       «2  3  «24       ^l       11% 

«31        «32       «33  «34        ^        11! 

«41        «42       «43  «44       P        />' 

l         m         n  p        V^        O 

m'      n'  p'       o      o 


V 


VI.  —  Coordonnées  tétraédriques. 


Désignons  par/?,  q^  r,  s  les  distances  d'un  point  à  quatre 
plans  fixes  formant  un  tétraèdre;  soient  x^y,  z  les  coordon- 
nées rectangulaires  de  ce  point  :  on  aura 


(■) 


jD=^cosa  -hjKcosjB  +^cosY  — nr, 
q  =  X  cosa'  -^ y  coSjS'  -H  z  cosy'  • —  '^ 
r  =1  X  cosa"  -^ y  cosp"  +  z  cosy"  —  m 
s  =  X  cosa"'+jK  cos^'" -{-z  cosy'"—  w 


cosa,  cos  [3,  cosy  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
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maie  au  plan  yj>  ==  o  et  ïït  sa  distance  à  l'origine,  etc.  En  appe- 
lant a,  6,  c,  cl  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  formé  des 
quatre  plans  en  question,  qu'on  appelle  tétraèdre  de  réfé- 
rence, on  a 


(^) 


ap  -r-  bq 


ds  =  Y, 


V  désignant  le  triple  du  volume  du  tétraèdre  de  référence. 
Des  trois  premières  formules  (i)  on  peut  tirer  ^,  y,  z  en 
fonction  de/?,  </,  r  sous  la  forme 


(3) 


37  =  A  />  -r-  B  q  -^~  G  /•  -1-  D , 
y  =  A'/?  -h  B'  ^  -t-  G'  r  -h  D', 
z  =  \"p  H-  B"^  +  Cr  -H  D". 


Gela  est  évident;  toutefois,  on  peut  prouver  directement 
que  le  déterminant  S(dz  cosa  cos^' cosy")  n'est  pas  nul,  son 
carré  pouvant  s'écrire 


cosa  cosa 


Zcosacosa'      Z  cosa  cosa" 
2  cosa' cosa" 


cos^a 


S  cosa  cosa"     21  cosa' cosa" 


2  cos2  a" 


OU,   en  appelant  X,  ^,  v  les  angles  des  directions  a,  p,  y; 

a',  P',  Y;  a",  p",  y", 


I  COSV  COS[J. 
COSV  I  cosX 
cos'x  cosX    1 


ou  enfin 


14-2  COS  X  COS  [X  COSV  —  C0S2  X 

Cette  quantité  peut  s'écrire 

—  [(cOsX  —  COS  [Jl.  cosv)2  -i-  C0S2  [J.  -H  cos^ 


COS^  'Jl.  —  COS^V, 


ou 


ou 


I  —  COS^  [L  COS^V 

[(cosX  —  cosfj.  cosv)2  —  sin2  |ji,  sin^v] 


4  sin- 


V      .      IX  H-  V 

-s\n- 


X    .    X-4-v-tx    .    X 
—  sin sin— 


[J- 


Elle  ne  peut  être  nulle,  à  moins  que  1  -|-  [jl  +  v  =  2  7û  ou  que 
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ui  +  V  —  \=z  o,  .  .  . ,  ce  qui  n'a  jamais  lieu  pour  les  faces  d'un 
trièdre  proprement  dit;  or  X,  |jl,  v  sont  les  faces  du  trièdre 
supplémentaire  de  celui  des  plansy:>  =:  o,  </  =  o,  /'  ==  o. 
Ceci  posé,  si  l'on  considère  une  équation 

elle  pourra  se  mettre,  à  l'aide  des  formules  (3),  sous  la  forme 

f{\p  +  B^  -h  Gr  -f-  D,  . . .)  =  o 
ou,  en  vertu  de  (2),  sous  la  forme  homogène 

/[  Ajo  -!-  B <7  H-  G r  -4-  ^  (ap  -h  bq  -t-  cr  -i-  ds),  .  .  . ]  =  o. 

Ainsi  toute  surface  peut  être  représentée  par  une  équation 
homogène  de  la  forme 

(4)  'iiP^  (1^  '%  *)-^o; 

/?,  q,  /',  s  sont  alors  les  coordonnées  tétraédriques  du  point 
(^,  y,  z)  de  cette  surface,  et  l'équation  précédente  est  celle  de 
la  surface  en  coordonnées  tétraédriques. 

Toute  surface  peut  être  représentée  par  une  équation  telle 
que  (4),  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  ainsi  l'équation 

ap  -r-  bq  -h  cr  -'-  ds  =  o 

ne  représente  rien  du  tout,  puisque  son  premier  memhre,  en 
vertu  de  (2),  est  égal  à  la  constante  V;  néanmoins,  on  convient 
de  dire  que  cette  équation  du  premier  degré  représente  le 
plan  de  l' infini. 

Ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  des  coordonnées  trilinéaires, 
en  Géométrie  plane,  peut  nous  dispenser  d'entrer,  au  sujet 
de  cette  locution  de  pian  de  U infini,  dans  de  plus  amples 
détails. 

VII.  —  Plans  tangents  en  coordonnées  polyédriques. 

Il  arrive  souvent  que  l'équation  d'une  surface  se  présente 

sous  la  forme 

/(/?,  q,  r,   ...)  =  o, 
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/;,  (/,  r,  ...  désignant  les  distances  d'un  point  (^,  y,  z)  de  la 
surface  à  des  plans  fixes  ou  ses  coordonnées  polyédriques; 
l'équation  du  plan  langent  prend  alors  une  forme  remarquable 
et  souvent  utile  que  nous  allons  faire  connaître  :  on  a 

àf_  _dldp  _^  'IL  ^_ 
dx        dp  dx        àq   dx 

Supposons  que  l'on  ait 

p  —  X  cosa  ~\-y  cos  ^  -f-  ^  cosy  —  nj, 
q  =  37  cosa'-4-jKCOs{3'~5COSY'  —  ra', 


la  formule  précédente  deviendra 

df       ôf  df 

— -  =  -T^  cosa  -i-  ^  cosa  H-. .  ., 

ôx        dp  aq 

et  l'on  aura  deux  formules  analogues  pour  calculer  -f^j  4"  Si 

^        ^  àj    àz 

l'on  appelle  alors  P,  Q,  .  .  .  ce  que  deviennent/?,  </,...  quand 

on  y  fait  ^  r=z  X,  jk  =  Y,  5  =  Z,  on  aura 

'  ÔX        ^  -^  '  ày        ^  dz 

-f-j^[(X-^)cosa'-:  (Y-7)cos.3'-i-(Z-.-)cosY']"..., 
c'est-à-dire 

L'équation  du  plan  tangent  prend  donc  la  forme 

et,  si  la  fonction/,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire,  est  homogène, 
^-/>  H-  i^  7  -t-  •  .  •  sera  égal  à/multiplié  par  le  degré  de  l'iio- 


24o  CHAPITRE    IV. 

mogénéité,  c'est-à-dire  à  zéro;  l'équation  du  plan  tangent 
deviendra  alors 

dp  aq  âr 

Dans  le  système  de  coordonnées  tétraédriques,  on  trouve, 
comme  plus  haut,  la  condition  pour  qu'un  plan  soit  langent 
à  une  surface;  nous  ne  reprendrons  pas  ici  des  calculs  déjà 
faits. 

On  peut  démontrer  relativement  aux  surfaces  un  théorème 
analogue  à  celui  que  nous  avons  démontré  en  Géométrie  plane 
et  qui  est  dû  à  Poinsot  : 

Théorème.  —  Si p,  q^  r,  ...  désignent  les  distances  du 
point  M  à  des  surf  aces  fixes  P,  Q,  R,  .  .  .  {en  appelant  dis- 
tance dhin  point  à  une  surface  la  normale  abaissée  de  ce 
point  sur  la  surface),  V équation 

f{p,  g,  r,  ...)  =  o 

représentera^  en  général^  une  surface,  et  la  normale  au 

pointMsera  la  résultante  de  longueurs ,  égales  àj-^  f">  *  *  '  ' 

portées  sur  les  di'oitesp,  ^,  .  .  .  dans  un  sens  ou  dans  le  sens 
opposé,  suivant  leur  signe. 

Soient,  en  effet,  a,  b^  c  les  coordonnées  du  pied  de  la  nor- 
male p  sur  la  surface  P;  a\  b' ,  c'  les  coordonnées  du  pied  de 
la  normale  q  sur  la  surface  Q,  ...  ;  on  aura 

dx        dp  dx        dq  dx 
Or 


p  =  sj{x  -  af  -^{y-bY-\-[z  —  c)2, 
(2)    dp=  ~[{x  —  a){dx-da)-^{y  —  b){dy  —  db)-\-{z-c){dz  —  dc)\\ 
mais   la   direction  da,   db,  de   est  celle  d'un   déplacement 
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effectué  sur  la  surface  P;  tandis  que >  — > sont 

^         P  P  P 

les  cosinus  directeurs  de  la  normale/?,  que  nous  appellerons 

cosa,  cos  3, cosy;  on  a  donc 

a;  —  a    j  y  —  b    ,,        z  —  c    . 

da  -\- do  H- —  de  =  o, 

P  P  P  . 

et  (2)  devient 

dp  =  -  [{x  —  a)  dx  -{-{y  —  b)  dy  -+-{z  —  c)  dz] 
=  cos  xdx -h  cos  ^dy -{- cos  ^(dz; 

d'où  l'on  tire 


dp 
dx 

=  cosa, 

dp  _ 
df 

cos? 

> 

dp 
dz 

cos 

'Y 

L 

la  formule  (i) 

devient  a 

dors 

âf  _ 
dx 

àf 
dp 

àf 
cosa  +  ^  cosa 
âq 

1  , 

) 

a 

...    d 

ésignant 

les  an; 

-les  ( 

pe 

font  j 

'^^  ^ 

^ 

avec 


'axe  des  x.  On  voit  que  la  longueur 

N  = 


v/(l)'-{|)^(l)-^ 


portée  sur  la  normale  à  /=  o,  et  qui  a  pour  projection  sur 

l'axe  des  x^  y-,  est  la  résultante  de  -r^?  ^)  •  •  -  portées  sur  les 

droites  />,  7,  .  .  . ,  car  ce  que  l'on  a  dit  de  l'axe  des  x  peut  se 
dire  pour  l'axe  des  j^  et  l'axe  des  ^.  c.   q.   r.   d. 

Application.  —  Trouver  le  plus  court  chemin  d'un  point 
à  un  autre  en  touchant  une  surface  donnée. 

Prenons  des  coordonnées  tripolaires.  Le  premier  pôle  sera 
au  point  de  départ,  le  second  au  point  d'arrivée  et  le  troisième 
sera  quelconque;  l'équation  de  la  surface  sera 

/(/?,  q,  r)  =  o. 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  16 
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Ce  qu'il  faut  rendre  minimum,  c^esl p-\-q;  on  posera  donc 

dp-\-  dq  —  o, 

df    ,        df   .        df  , 

-'-  dp  -\-  ^  dq  -\-  ^  dr  =  o. 

*^P  oq      ^        or 

La  méthode  des  multiplicateurs  donnera 

dp        ôq  àr  ' 

or,  si  l'on  veut  mener  la  normale  à  la  surface  au  point 
où  le  chemin  cherché  la  rencontre,  il  faudra  porter  sur  les 
rayons  /?,  q  des  longueurs  égales,  sur  le  rajon  ;-  une  longueur 
nulle  et  composer  ces  longueurs.  Cela  prouve  que  la  nor- 
male à  la  surface  partage  l'angle  du  chemin  cherché  en  deux 
parties  égales  et  que  le  chemin  en  question  est  situé  dans 
un  plan  normal  passant  par  le  point  de  départ  et  le  point 
d'arrivée. 

Le  chemin  cherché  serait  donc  précisément  la  route  que 
suivrait  le  rayon  lumineux  réfléchi  par  la  surface,  et  qui, 
émané  du  point  de  départ,  aboutirait  au  pûint  d'arrivée. 

VIII.  —  Surfaces  podaires,  surfaces  parallèles. 

Soient  O  un  point  fixe,  S  une  surface  fixe  ;  le  lieu  des  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  du  point  O  sur  les  plans  tan- 
gents à  la  surface  S  est  ce  que  l'on  appelle  la  surface  po- 
daire  de  la  surface  S  par  rapport  au  point  O. 

Soient  P  le  plan  tangent  à  la  surface  S  en  M,  etr^  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  P;  il  est  facile  de 
voir  que  la  normale  en  t.  à  la  podaire  passe  par  le 
milieu  de  OM. 

Soient,  en  effet,  a,  [B,  y  les  coordonnées  de  M  ',  x,  y,  z  celles 
de  t:;  on  aura 

(i)  p(,r  — a)-f-^(7— [3)  =  ^  — Y, 
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iorniLiie  ou  i  on  a  pose,  pour  abréger,/;  =z  -i,  ^  =:  -^;  on  aura 
aussi 

Calculons  -r^  ?  -"  •  A  cet  effet,  écrivons  (2)  ainsi 

dx     ôy  '  ^    ^ 

(3)  x-{'pz=0,  y  ^  q  z  =  o, 

et  diffcrentions  (1)  et  (3);  nous  aurons 

dp{.r  —  a)  -r-  dq (y  —  ,3)  -^p{dx  —  d'x)  ■+-  q{dy  —  d} )  =  dz  —  d'(, 
dx  -r-  p  dz  --  :;  dp  =  o, 
dy  -\-  q  dz  -[-  zdq  =0; 

remplaçons  d'abord  dy  par /?f/a  -4-  rjd'^y  nous  aurons 

dp{x  —  a )  H-  dq(y  —  ,3 )  -r- />  dx  ->r-  q  dy  =  dz. 

Multiplions  par  z  et  éliminons  dp^  dq\  nous  aurons 

[dx  -^ pdz){x  —  a) -h  ( dy  +  qdz)(y  —  '^)  =  [p dx  -^  q  dy  —  dz )  z  -^ 
donc 

ou,  en  vertu  de  (i)  et  (3), 

, ( 2.r  —  a)  dx  -^(ly  —  ^ )  dy 


On  a  donc 

dx{ix  —  ce)  -^  dyi-iy  --  ^)  -h  dy{2z  —  '()  =  o, 

ce  qui  prouve  que  le  déplacement  dx^  dy^  dz  effectué  sur 
la  surface  podaire  ou  le  plan  tangent  à  la  surface  podaire 

est  perpendiculaire  à  la  direction  x ,  y  —  |~ ,  z '  ?  qui 

joint  le  point  {x^  j,  z)  au  point  i  -■,  -,  -*-  )  milieu  de  OM. 

G.     Q.     F.     D. 
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Soit  M  un  point  quelconque  d'une  surface  S,  soit  MN  la 
normale  en  M;  si  l'on  prend  MN  =  const.,  le  lieu  des  points 
N  sera  une  surface  S,  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  surface 
parallèle  à  S. 

Les  points  M  et  N  sont  ce  que  l'on  appelle  des  points  cor- 
respondants. 

Théorème.  —  Les  plans  tangents  en  deux  points  corres- 
pondants de  deux  surfaces  parallèles  sont  parallèles. 

En  effet,  soient^,  7',  g  les  coordonnées  du  point  M  appar- 
tenant à  la  surface  S  ;  soient  x' ^  y' ,  z'  les  coordonnées  du 
point  correspondant  N  sur  la  surface  parallèle,  /  la  longueur 
de  la  droite  constante  qui  a  pour  extrémités  M  et  N;  on  a 


l^,       y-7-/?,        z'=z-r-l 


i  ' 


a,   (3,  Y  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  S  ;  on  en  déduit 

clx  —  dx  ~  Idy.,         dy  =  dy  -{-  Id^^         dz'  =  dz  -^  Id^. 

Multipliant  la  première  équation  par  a,  la  deuxième  par  [ii,  la 
troisième  par  y,  ajoutant  et  observant  que  l'on  a 

a2+p2  +  v2  =  i, 
et  par  suite,  en  différen liant, 

a  c/a  -f-  [^  d^  4-  Y  c/v  =  o, 
on  trouvera 

a  dx  +  p  û^j'  4-  Y  dz'  =  ocdx  -+-  '^  dy  -+-  y  dz. 

Or  la  direction  dx^  d)'^  dz  située  dans  le  plan  tangent  à  S  esl 
perpendiculaire  à  a,  [3,  y;  donc  o(.dx -]-  [idy-^ydz  est  nul; 
par  suite  cf.dx'-h  '^dy' -^ydz'  est  nul  aussi;  donc  la  direc- 
tion dx'^  dy' ^  dz\  située  dans  le  plan  tangent  à  la  surface 
parallèle,  est  normale  à  a,  [j,  y;  donc  enfin  ce  plan  tangent 
est  parallèle  à  celui  de  S.  c.  q.  f.  d. 
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IX.  —  De  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

En  Géométrie  dans  l'espace,  comme  en  Géométrie  plane, 
deux  figures  sont  transformées  l'une  de  l'autre  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  quand  au  point  M  de  l'une  des  figures 
correspond  un  point  M'  de  l'autre,  tel  que  la  droite  MM'  passe 
par  un  point  fixe  O,  et  tel  que  l'on  ait 

OM.OM'=  k^. 

k  est  le  module  de  la  transformation,  le  point  O  est  le  pôle. 
Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M; 
x\  y\  z'  celles  du  point  M'  ;  on  a,  en  posant 

OM  =  r,         0M'=/', 

et  en  supposant  les  trois  axes  de  coordonnées  passant  en  O, 

r2  ^a72-+-j2_j_^2^  ^'2^  ^'2_|_y2_|_^'2^  . 


X  _   y  __  Z  _   r        r/-'  _   k'^ 

x'         y'        z'        r'  ~   r  2        /-'i 


d'où  l'on  tire 


et 


(')  {y 


A-2.r' 


k^x' 

x'-^- 

z'-^ 

x"-- 

k'^-z' 

z'- 

k'^x 


x-^ 

-^y'^-r- 
k\y 

~i' 

X' 

k^'Z 

~i  * 

X'  -r- y'^  -T-  Z'^  ' 

telles  sont  les  formules  de  transformation. 
Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation 

ax  -r-  hy  -\-cz-v-  d  =  o, 
on  trouve 

r       7    ,  ,        d       , 

ax  -\-  by' -\-  cz  -\-  j-  {x  '^  -^ y'-^  -{-  z'^ )  =  o\ 
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la  transformée  cV  un  plan  est  donc  une  sphère  passant  par 
le  pôle. 

Si  l'on  fait  la  même  substitution  dans 

ax -^-hy -^  cz -- d-^i^x"' -T-y'^ -^  z''')  =  o, 

on  trouve 

A2  k'* 

-y^  (^ax  -\-  hy' -\-  cz)  -^  <:/ +  ■^,-  (^'^  +j''  +  -^  -)  =  o 


ou 


li'-^ax  -^  by'-\-cz')--dr"' 


ce  qui  est  encore  l'équation  d'une  sphère.  Ainsi  :  la  trans- 
formée d'une  sphère  est  une  autre  sphère,  excepté  dans  le 
cas  oit  celte  sphère  passe  par  le  pôle;  sa  transformée  est 
alors  un  plan. 

Il  résulte  de  là  que  la  transformée  d'une  droite  est  un 
cercle  et  que  la  transformée  d'un  cercle  est  un  cercle  ou 
une  droite. 

Voici  un  curieux  théorème  que  nous  mentionnons  à  cause 
de  ses  applications  : 

ÏHÉoRÎîME.  —  Deux  courbes  ou  deux  surfaces  quel- 
conques se  coupent  sous  le  même  angle  que  leurs  trans- 
formées par  rayons  vecteurs  réciproques. 

On  appelle  angle  de  deux  courbes  en  un  point  commun 
l'angle  de  leurs  tangentes  (ou  de  leurs  cordes  infiniment 
petites)  en  ce  point;  on  appelle  angle  de  deux  surfaces,  en 
un  point  commun  à  ces  deux  surfaces,  l'angle  de  leurs  plans 
tangents  en  ce  point. 

Pour  démontrer  la  proposition  énoncée,  il  suffira  donc  de 
démontrer  que,  si  l'on  considère  trois  points  infiniment 
voisins  et  leurs  correspondants,  les  deux  triangles  formés  par 
ces  points  sont  semblables,  car  alors  leurs  cotés  se  couperont 
sous  les  mêmes  angles. 

Soient  deux  côtés  correspondants  MN  =  5  et  M'N  =5  ; 
soient  OM  =  r,  01\r=  /;  les  deux  triangles  OMN  et  O'M'N' 
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sont  évidemment  semblables,  puisque  les  quatre  points  M,  N, 
M',  N'  sont  sur  la  même  circonférence,  à  cause  de  l'égalité 

OM  X  OM'  =  ON  X  ON'  =  A-2  ; 

on  a  donc 

s  _  r 
s'        r' 

OU,  en  appelant  G  le  rap])ort  -,  s  :=  Gs'  :  les  droites  s  et  s' 

correspondantes  sont  donc  proportionnelles;  deux  triangles 
formés  par  de  petites  droites,  telles  que  nous  venons  de  les 
considérer,  seront  semblables.  c.  q.  f.  d. 

Ce  théorème  peut  être  utilisé  pour  simplifier  la  recher- 
che de  quelques  plans  tangents;  on  peut  le  démontrer  par 
l'analyse. 

En  effet,  supposons  que  le  point  (x,  j-,  z)  décrive  un  élé- 
ment <:/5;  le  point  (^',j^',  z')  décrira  un  élément  c//,  et  l'on  aura 

ds'^-  =  dx'-2  -h  dy"-  -^  dz'^ 

k* 

—  —  [{r^dx  —  ixrdr)^-i-{r-df  —  iyrdr)--^(r-dr —  izrdrf'l 

=     -  [ r'* ds^  —  ^r'^  dr{x dx  -h y  dy  -\-  zdz)-\-  \  r'* dr^-  J 
=  — :  r'*  ds'^'  —  --  ds'^  ; 

ds  est  donc  proportionnel  à  ds\  un  triangle  infinitésimal  de 
la  figure  x,  jr,  z  aura  donc  pour  transformée  un  autre  triangle 
semblable  et  par  suite  ce  triangle  transformé  aura  les  mêmes 
angles  que  le  triangle  primitif;  donc  deux  éléments  de  courbe 
se  coupent  suivant  le  même  angle  que  leurs  transformées. 

c.  Q.  F.  D. 

X.  —  Projection  stéréographique. 

Considérons  une  sphère,  un  grand  cercle  et  le  pôle  O  de 
ce  grand  cercle.  Joignons  le  point  O  à  un  point  M  quel- 
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conque  de  la  sphère  :  la  droite  OM  rencontrera  le  plan  du 
grand  cercle  en  un  point  m  qui  sera,  pour  un  œil  placé  en  O, 
la  perspective  du  point  M  sur  le  plan  du  grand  cercle  consi- 
déré comme  tableau.  On  dit  que  m  est  la  projection  stéréo- 
graphique  du  point  M. 

La  projection  stéréographique  d'une  figure  tracée  sur  la 
sphère  est  le  lieu  des  projections  de  ses  divers  points.  Les 
cartes  géographiques  sont  souvent  les  projections  stéréogra- 
phiques  des  pays  qu'elles  représentent.  Toutes  les  propriétés 
des  projections  stéréographiques  découlent  du  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  La  projection  stéréo  graphique  d'une 
figure  tracée  sur  la  sphère  est  la  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques  de  cette  figure,  le  pôle  étant  le  pôle 
du  grand  cercle  sur  lequel  on  fait  la  projection;  le  mo- 
dule de  la  transformation  est  le  rayon  de  la  sphère. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  la  démonstration; 
mais  nous  en  conclurons  que  les  projections  stéréographiques 
des  cercles  de  la  sphère  sont  des  cercles  qui  se  coupent  sous 
le  même  angle  que  les  cercles  dont  ils  sont  les  projections. 
Ces  propriétés  peuvent  servir  au  tracé  des  méridiens  et  des 
parallèles  des  cartes  géographiques. 


XL  —  Théorème  de  Y.  Villarceau  et  ses  conséquences. 

Le  tore  est  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'un 
cercle  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan;  Villarceau  a 
remarqué  le  premier  que  tout  plan  bitangent  coupe  le  tore 
suivant  deux  cercles. 

Soit  C  =  o,  l'équation  d'un  cercle  situé  dans  le  plan  des  zx  ; 
la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  ce  cercle  autour  de 
l'axe  des  z  sera 

C,  =  o, 
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Cl  désignant  ce  que  devient  G  quand  on  y  change  x   en 

>jx-  H- j'-^  ;  donc  : 

U équation  du  tore  est  du  quatrième  degré 

et,  plus  généralement, 

Si  Von  fait  tourner  une  conique  autour  dhui  axe  situé 
dans  son  plan,  elle  engendrera  une  surface  du  quatrième 
degré. 

Le  tore  a  évidemment  pour  ligne  double  le  cercle  imagi- 
naire à  rinlîni,  car  son  méridien,  se  composant  de  deux 
cercles,  passe  deux  fois  par  les  ombilics  de  son  plan  ;  un  plan 
bitangent  coupera  donc  le  tore  suivant  une  courbe  du  qua- 
trième degré  ayant  quatre  points  doubles,  à  savoir  :  i^  les  deux 
ombilics;  i^  les  deux  points  de  contact,  l'intersection  devra 
donc  se  dédoubler  en  coniques  passant  par  les  ombilics,  c'est- 
à-dire  en  deux  cercles. 

Transformons  maintenant  le  tore  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques en  plaçant  le  pôle  sur  l'axe  de  révolution  ;  sa  trans- 
formée sera  encore  une  surface  de  révolution,  dont  le  méri- 
dien sera  un  cercle;  en  d'autres  termes,  la  transformée  sera 
encore  un  tore.  Concevons  maintenant  que  l'on  mène  au  tore 
primitif  une  sphère  bitangente;  on  pourra  toujours  choisir  le 
pôle  de  manière  que,  dans  la  figure  transformée,  la  sphère 
soit  remplacée  par  un  plan  bitangent  qui  coupera  le  tore  sui- 
vant deux  cercles  :  ces  cercles  seront  les  transformées  des  sec- 
tions du  tore  parla  sphère.  On  a  donc  ce  théorème  qui  dérive 
de  celui  de  Villarceau  : 

Un  tore  est  coupé  par  une  sphère  bitangente  suivant  un 
système  de  deux  cercles. 

Quoique  cela  sorte  un  peu  de  notre  sujet,  nous  ferons  re- 
marquer que  la  surface  de  révolution  qui  a  pour  méridien  une 
conique  est  coupée  par  un  plan  bitangent  suivant  deux  co- 
niques. En  effet,  le  plan  bitangent  coupe  cette  surface  sui- 
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V 


ant  une  courbe  du  quatrième  degré  possédant  quatre  points 
doubles,  à  savoir  :  i'^  les  deux  points  de  contact;  2"*  les  points 
où  ce  plan  coupe  le  cercle  double  engendré  par  les  points  com- 
muns aux  deux  coniques  méridiennes. 

La  méthode  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques appliquée  à  ce  nouveau  théorème  fournirait  des 
théorèmes  sur  les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre  qui  passent  par  les  ombilics  ;  mais  nous  ne  nous  y  arrê- 
terons pas. 

XII.  —  Des  surfaces  coniques. 

On  appelle,  comme  on  sait,  surface  conique  ou  cône  une 
surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite,  appelée 
génératrice,  qui  passe  constamment  par  un  point  fixe  appelé 
sommet. 

Rappelons  en  quelques  mots  comment  on  trouve  l'équation 
des  surfaces  coniques.  Appelons  a,  6,  c  les  coordonnées  du 
sommet  d'une  surface  conique;  les  équations  d'une  généra- 
trice seront  de  la  forme 

,  ^      '  X  —  a        y  —  b        z  —  c 


le  mouvement  de  cette  génératrice  sera  réglé  dès  que  l'on  se 

3 
donnera  une  relation  entre  les  rapports  ^  et 


y. 


/  a      3  ^. 

ou  une  relation  homogène 

(3)  cp(a,  p,  y)  =  o 

entre  a,  |3,  y.  L'élimination  de  a,  (3,  y  entre  (i)  et  (a)  ou  entre 
(i)  et  (3)  donnera  l'équation  de  la  surface  conique,  à  savoir 

fx~a     r—b\ 

(4)  ? -> -)  =  o 
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OU 

o(x  —  a,  y  —  h,  z  —  c;  =  o, 

C5  désignant  dans  cette  dernière  formule  une  fonction  homo- 
gène de  ^  —  a,  y  —  b.  z  —  c. 

Généralement,  le  mouvement  de  la  génératrice  est  réglé  en 
l'assujettissant  à  rencontrer  sans  cesse  une  courbe  appelée 
directrice.  Si 

(5)  /=o,         f(  =  o 

sont  les  équations  de  cette  directrice,  l'équation  (2)  est  la 
résultante  provenant  de  l'élimination   de  jc,  j%  z  entre  (1) 

et  (5). 

Remarque.  —  L'équation  du  cône  est  donc  une  équation 
homogène  entre  x  —  et,  y  —  b^  z  —  c.  L'équation  du  cône 
qui  a  son  sommet  à  l'origine  est  une  équation  homogène  en 
^',  r,  z.  Réciproquement  : 

Toute  écjucuion  homogène  en  X,  Y,  Z,  ces  trois  qiicin- 
iités  désignant  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
x,r,z,  représente  un  cône,  dont  le  sommet  s'obtient  en 
résolvant  les  équations  X  =  o,  Y  =:  o,  Z  =  o. 

En  effet,  une  telle  équation 

o(X,  Y,  Z  )  =  o 
est  la  résultante  des  équations 

(    a  ^"    3  ~  y' 

les  dernières  représentent  une  droite  passant  par  le  point 
fixe  X  =  o,  Y  :=  o,  Z  =  o;  l'élimination  de  a,  ^3,  y  fera  con- 
naître le  lieu  'f  (X,  Y,  Z)  de  cette  droite,  qui  évidemment 
sera  un  cône. 

Rappelons  enfin  que,  pour  obtenir  l'équation  du  cône  ayant 
son  sommet  à  l'origine  et  pour  directrice  une  courbe  donnée. 
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il  suffît  de  rendre  homogènes  les  équations  de  la  courbe  et 
d'éliminer  entre  ces  équations  la  variable  introduite  pour 
rendre  les  formules  homogènes. 

Théorème  I.  —  Tout  plan  tangent  au  cône  passe  par  le 
sommet;  et,  réciproquement,  toute  surface  dont  le  plan 
tangent  passe  par  un  point  fixe  est  un  cône  ayant  pour 
sommet  le  point  fixe  en  question. 

En  effet,  soit 


l'équation  d'une  surface  conique  ayant  son  sommet  en  «,  6,  c; 

quand  deux  fonctions-- ?  ^  —  dépendent  l'une  de  l'autre, 

leur  déterminant  (t.  I,  p.   167) 

,  ,    .     ,  .  ôz  ()z 

est  nul;  on  doit  donc  avoir,  en  posant  -y-  =/?,  —  ""■  ^' 


2) 


I  X  —  a 


ùx        '  '  ôy 
v  —  b  1 


P  r- — ^       -P 


C         ^     {Z      -C)-^  (-  —  CJ-  ! 

7        i    ^^ 

.r  —  a  1  y  —  0     \ 


ou  bien 

(3)  z-c—p{x  —  a)  —  q{y  —  b)  =  o. 

Cette  équation  exprime  bien  que  le  plan  tangent  en  x^v,  z, 
qui  a  pour  équation 

Z-z-p{\-x)-q{Y-y)  =  o, 

passe  en  a,  b,  c.  Réciproquement,  si  le  plan  tangent  au  point 
(x,  j',  z)  d'une  surface  passe  par  le  point  a,  b^  c,  entre  x^ 
V  et  z  de  cette   surface,   on  aura  la  relation   (3)    qui   peut 
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se  mettre  sous  la  forme  (2),  laquelle  exprime  que  le  détermi- 

nant  de '-  et  de est  nul,  c'est-à-dire  qu'il  existe  entre 

z  —  c  z  —  c  '  ^ 

ces  fonctions  une  relation  telle  que  (2);  en  d'autres  termes, 
la  surface  en  question  est  un  cône  ayant  son  sommet  en  a,  6,  c. 

c.  Q.  F.  n. 
L'équation  (3)  est  importante,  elle  caractérise  les  surfaces 
coniques,  comme  on  vient  de  le  voir,  et  porte  le  nom  adéqua- 
tion aux  dérivées  partielles  des  surfaces  coniques.  Si  l'on 
suppose  l'équation  d'une  surface  conique  mise  sous  la  forme 


(4) 

S 

\x,y,  z)  =  o, 

on  en  déduit 

dx 

àf 

4r  ' 

'  ôz 

et  la  formule  (3)  peut  s'écrire 

cette  formule  exprime  aussi  bien  que  (3)  que  le  plan  tangent 
passe  par  le  point  fixe  (a,  b,  c);  mais  il  faut  supposer/^  o. 

Théorîîme  II.  —  Le  plan  tangent  au  cône  est  le  nirnie 
tout  le  long  d'une  génératrice. 


En  effet,  soit 


.(  X  —  a      y  —  l)\ 

\z  ~  c       z  —  c  ) 


l'équation  d'un  cône;  différentions  successivement  cette  équa- 
tion par  rapport  à  x  et  r;  en  faisant  toujours 

ùz  dz  z  —  a  y  —  ^        n 

ùx       ^  '         ùy       ^  z  —  c  z    -  c 


nous  aurons 


r      I  .r  —  a   "1        ()/         y  —  b 
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On  voit  que  p  est  fonction  de et  de :  il  en  est  évi- 

^'  z  —  c  z  —  c 

demment  de  même  de  q\  enfin,  en  vertu  de  l'équation 

z  —  c  —  p  {x  —  a)  —  q{j  —  h)  ^  Q, 
il  en  est  de  même  de  z  — px  —  qy.  le  plan  tangent 

Z  —  z  — /?(X  —  x)  —  q{\  — J')=  o 
a  donc  ses  trois  coefficients,  /?,  q^  z — px  —  qy  fonctions 

de  ■ et  de ?  quantités  qui  sont  les  mêmes  tout  le 

z  —  c  z  —  c^  ^ 

long  d'une  génératrice;  donc  le  plan  tangent  reste  le  même 
tout  le  long  d'une  génératrice. 

TnÉoRiiME  III.  —  Le  sommet  dhin  cône  est  un  point  sin- 
gulier. 

Considérons  en  cfTet  l'équation  d'un  cône  sous  la  forme 

f{x  —  a^  y  —  b,  z  —  c)  —  a. 

Si  l'on  suppose  la  surface  algébrique,  cette  équation  sera 
une  somme  de  ternies  de  même  degré  et  de  la  forme 

k{x  —  ay^iy  —  b)>{z  —  cjY; 

il  est  bien  clair  alors  que,  pour  x  =  a,  j'  =  b,  z  =  c,  on  aura 

àf  ôf  df 

i)x  ()y  ôz 

Si  la  surface  n'est  pas  algébrique,  on  mettra  le  fait  en  évi- 
dence, en  observant  qu'en  vertu  du  théorème  II  le  plan  tan- 
gent doit  être  indéterminé. 

Piioblè:me.  —  Reconnaître  si  une  surf  ace  donnée  par  son 
écjuation  est  conicjue. 

Si  la  surface  est  donnée  par  une  équation  toute  résolue 
})ar  rapport  à  ^,  pour  qu'elle  soit  conique,  il  iaut  que  z,  p  et  q 
tirés  de  l'équation  de  la  surface  rendent  l'équation 

z  —  c  — pix  ■—  a)  —  q( y  —  b)  ~  o 
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identique  en  x  etjK  pour  des  valeurs  de  a,  Z>,  c  (p.  252).  Si  la 
surface  est  donnée  par  une  équation  de  la  forme 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elle  soit  conique 
est  que  l'on  ait 

pour  les  valeurs  de  z  tirées  de  (i)  en  fonction  de  x  et  j',  quels 
que  soieut  x  etj)',  pour  des  valeurs  convenablement  choisies 
de  a,  ^,  c. 

Pour  exprimer  que  la  surface  représentée  par  (i)  est  conique, 
il  faudra  donc  éliminer  z  entre  (i)  et  (2)  et  exprimer  que  la 
résultante  est  identique. 

Si  l'équation  (i)  est  déforme  entière,  on  pourra  simplifier 
les  calculs  en  observant  que,  si  elle  représente  un  cône,  les 
coordonnées  du  sommet  devront  satisfaire  aux  équations 

,.,  df  df  ,)f  . 

(3)  -^  —  o,         —  =  o,         —=0,         /  =  o. 

ûx  ()r         '         ()z  -^ 

(Si  ces  équations  ne  peuvent  être  satisfaites  à  la  fois,  la  sur- 
face/=  o  ne  peut  être  un  cône.)  Soit  a,  h,  c  une  solution  ; 
eu  transportant  l'origine  en  a,  h,  c,  l'équation  devra  devenir 
homogène  en  x,y^  z. 

C'est  au  fond  la  marche  que  l'on  suit  dans  la  théorie  des 
surfaces  du  second  ordre  quand  on  veut  exprimer  que  l'équa- 
tion du  second  degré  représente  un  cône,  et  l'on  prouve  que, 
si  pour  une  surface  du  second  ordre  les  équations  (3)  ont 
lieu,  la  surface  est  un  cône. 

XIII.  —  Surfaces  cylindriques. 

On  sait  que  l'on  appelle  cylindres  ou  surfaces  cylindriques 
les  surfaces  engendrées  par  une  droite  ou  génératrice  qui  se 
meut  dans  l'espace,  parallèlement  à  elle-même. 
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Soient 

les  équations  de  la  génératrice  d'un  cylindre;  cette  généra- 
trice restant  parallèle  à  une  direction  fixe,  a  el  b  restent 
constants,  a  et  [î  seuls  varient  et  le  mouvement  de  la  géné- 
ratrice sera  réglé  en  se  donnant  une  relation 

entre  a  et  [3.  La  résultante  provenant  de  l'éliFiiination  de  a 
et  ,3  entre  (i)  et  (a)  donnera  l'équation  de  la  surface;  cette 
résultante  est 

(3)  t^{x  —  az,  f  —  bz)  =  o. 

Ordinairement  la  génératrice  est  assujettie  à  rencontrer  une 
courbe  appelée  directrice;  soient 

(4)  f=o,       ^  =  o 

ses  équations.  En  éliminant x,^,  z  entre  (i)  et  (4),  on  obtient 
l'équation  (2)  qui  exprime  que  la  droite  (i)  se  meut  en  ren- 
contrant la  courbe  (4). 

L'équation  (3)  des  cylindres  est,  comme  l'on  voit,  une  rela- 
tion entre  deux  fonctions  linéaires  de  ^,  ^1',  :•.  Réciproque- 
ment, on  sait  que  toute  relation  entre  deux  fonctions  linéaires 
représente  un  cylindre  :  c'est  ce  que  l'on  peut  voir  soit  par 
une  transformation  de  coordonnées,  soit  en  observant  qu'une 

relation  telle  que 

?(X,  Y)  =  o 

est  la  résultante  des  équations 

X  =  a,         Y==[^,         ?(a,P)  =  o 

et  qu'elle  représente  le  lieu  des  lignes  X  =  a,  Y  ^^  [3;  et  que 
si  X  et  Y  sont  des  fonctions  linéaires,  X  =  a,  Y  =  [5  repré- 
sentent des  droites  qui  restent  parallèles  à  la  droite  X  =  o, 
Y  =  o. 
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Théorème  1.  —  Tout  plan  tangent  au  cylindre  contient 
la  génératrice  du  point  de  contact  et  par  suite  reste  paral- 
lèle à  une  droite  de  direction  fixe. 

En  effet,  soit 

(i)  o(a7  —  az^y  —  bz)  =  o 

l'équation  d\m  cjlindrc.  Cette  équation  établissant  une  rela- 
tion entre  les  fonctions  x —  az.  y  —  ^v,  on  aura  (p.  1O7  ,  t.  I) 

i)[  .r  —  az.  y  ~-  Ij  z) 

(  1  )  ^ =  o 

à{x,y) 

OU,  en  appelant/;  et  q  les  dérivées  --j  - 


(3) 


Jx     <)y 

^ap        —  l)p 
—  aq      \     -  bq 


OU 

,  î  )  I  —  ap  —  bq  —  o. 


Cette  équation  exprime  bien  cpie  la  direction  de  la  normale 
/>,  q^  —  I  est  perpendiculaire  à  la  direction  constaiite  «,  b,  i, 
ou,  si  l'on  veut,  que  le  plan  tangent  est  parallèle  à  cette  direc- 
tion, qui  est  celle  de  la  génératrice  du  point  de  contact.  Il  con- 
tient donc  cette  génératrice  tout  entière,  puisqu'il  en  contient 
un  point.  Réciproquement  : 

TnÉorJiME  II.  —  Si  le  plan  tangent  à  une  surface  reste 
parallèle  à  une  droite  Jixe,  cette  surface  est  cylindrique. 

En  eiret,  soient  a^  b^  i  des  quantités  proportionnelles  aux 
cosinus  directeurs  de  la  droite  à  laquelle  le  plan  tangent  reste 
parallèle;  on  aura  entre  les  coefficients  directeurs  p,  q-,  —  i 
du  plan  tangent  la  relation  (4),  qui  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (3)  ou  (2),  laquelle  exprime  qu'il  existe  entre  x  —  az 
et  y  —  bz  une  relation  telle  que  (i)  et  par  suite  que  la  sur 
face  est  cvlindrique. 

L'équation  (4)  est  caractéristi(|uc  des  surfaces  c\lindriques: 
L.  —  Traité  ti Analyse,  il.  17 
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on  l'appelle  V équation  dlffêreiiùeUe,  ou  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  cylindriques;  on  peut  lui  donner  la 
forme 

(5)  -  -  -i-a  -f  -\-b    -  =o, 

Oz  ôx  ùy  ' 

si  l'équation  de  la  surface  est 

(6)  f{x,y,z)^o. 

Comme  (4),  elle  exprime  que  la  direction  -^,  —  ?  —  de  la 

^     '  ^  ^  ôx     ôy     ()z 

normale  est  perpendiculaire  à  une  direction  fixe.  Elle  peut, 
à  l'instar  de  (4),  servir  à  reconnaître  si  une  surface  est  cylin- 
drique. 

Pour  que  la  surface  représentée  par  (6)  soit  cvlindrique, 
il  faut  que  z  et  ses  dérivées,  portées  dans  (4),  rendent  cette 
équation  identique  pour  des  valeurs  de  a  et  bi  ou,  si  l'on 
veut,  que  la  valeur  de  ;:;  tirée  de  (6)  et  portée  dans  (5)  rende 
cette  formule  identique,  pour  certaines  valeurs  de  «  et  ^; 
<2,  ^,  —  I  seront  alors  proportionnels  aux  cosinus  directeurs 
des  génératrices  de  la  surface  cylindrique. 

XIV.  —  Cônes  et  cylindres  circonscrits. 

Deux  surfaces  sont  dites  circonscrites  l'une  à  l'autre  sui- 
vant une  courbe  commune  G,  dite  courbe  àe  contact,  quand, 
en  tous  les  points  de  cette  courbe  C,  elles  ont  même  plan 
tangent. 

PiioBLÎiME  I.  —  Par  un  point  donné  mener  un  plan  tan- 
gent à  la  surface  représentée  par  Inéquation 

(i)  f{x,y,  z)=^o. 

Ce  problème  est,  en  général,  indéterminé;  car  la  condition 
d'être  tangent  à  une  surface  est  simple  (p.  ^33);  ainsi  il  y 


J 
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aura  une  infini  lé  de  plans  satisfaisant  à  la  question.  Soient 
toujours 


()z  âz 

et 


^^di-'  '^=ô-y 


l'équation  d'un  plan  tangent  à  la  surface  considérée;  expri- 
mons que  ce  plan  passe  par  le  point  ayant  pour  coordonnées 
a,  b,  c  Nous  aurons 

(■2)  c  —  .z=p{a  —  x)-i-q{ù—j); 

cette  équation,  jointe  à  celle  de  la  surface,  fera  connaître 
1'^,  \y  et  le  z  du  point  de  contact;  ce  point  est  indéterminé 
de  position,  et  tous  les  points  de  la  courbe  représentée  par 
les  équations  (i)  et  (2)  sont  des  points  de  contact  également 
possibles. 

Par  suite,  les  équations  (i)  et  (2)  sont  les  équations  de  la 
courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  la  surface  représen- 
tée par  Uécjuationf=i  o,  ayant  son  sommet  au  point  a,  b,  c. 

En  effet,  l'équation  (2)  exprime  que  le  plan  tangent  à  la 
surface  en  x,  y,  z  passe  par  a,  b^  c]  il  est  donc  le  même  que 
celui  d'une  surface  conique  dont  le  sommet  est  en  a,  b^  c  et 
dont  la  directrice  est  le  lieu  des  points  x,  j',  z  représenté  par 
les  équations  (i)  et  (2).  En  d'autres  termes,  le  cône  qui  a  pour 
sommet  le  point  a,  /;,  c  et  pour  directrice  la  courbe  (i),  (2) 
est  circonscrit  à  la  surface.  c.  q.  f.  d. 

On  peut  évidemment  remplacer  l'équation  (2)  i>ar 

OU,  en  employant  des  coordonnées  homogènes,  par 

<)f      .  <)f         .)f         i)f 

Ojo  ôy  ôz  ôt 

où  l'on  suppose  t  =  i ,  /  =  1 . 
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L'équation  (y.)  n'étant  autre  chose  que  l'équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  coniques,  on  voit  que  : 

V  équation  aux  dérW  ces  partielles  des  surf  aces  conicjues, 
dans  lacjuelle  on  remplace  p  et  cj par  le p  et  le  cj  d'une  sur- 
face quelconque,  représente  la  courbe  de  contact  d'un  cône 
circonscrit  à  cette  surface  dont  le  sommet  est  le  point 
a,  h,  c. 

Supposons  la  surface/=:  o  algébrique  et  de  degré  m,  l'équa- 
lion  (2)  est  alors  algébrique  et  de  degré  m  —  1  ;  on  peut  donc 
dire  que  : 

Si  d'un  point  donné  comme  sommet  on  circonscrit  un 
cône  à  une  surface  algébrique  de  degré  m^  la  courbe  de 
contact  sera  sur  une  suif  ace  d'ordre  m  —  i . 

Cette  surface  d'ordre  m  —  i  est  ce  que  l'on  appelle  la 
polaire  du  point  a,  b,  c  par  rapport  à  la  surface  (i;. 

La  théorie  des  surfaces  polaires  d'une  surface  donnée,  par 
rapport  à  nn  point,  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous 
avons  développée  à  i)ropos  des  courbes  polaires  en  Géomé- 
trie plane;  nous  ne  développerons  pas  cette  théorie. 

PiiOBLi-:ME  IL  —  Trouver  l'équation  du  cône  circonscrit 
à  une  surface  donnée  par  son  équation 

/(•^,7j  =)  =  o, 

et  ayant  pour  sommet  le  point  de  coordonnées  a,  b,  c. 

Nous  venons  de  voir  comment  on  pouvait  trouver  les  équa- 
tions de  la  courbe  suivant  laquelle  le  cône  touche  la  surface, 
et  par  suite  comment  on  ],o avait  trouver  une  directrice  du 
cône;  rien  n'est  plus  facile  alors  que  de  trouver  l'équation 
du  cône  lui-même. 

Autrement,  par  le  sommet  a,  b^  c  fui.  ons  paiscr  la  dioitc 

!x  —  a  _  y  —  b  _  z  —  c  _ 
a2  _^  32  _|_  y2  =  ï . 
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Les  génératrices  du  cône  sont  tangentes  à  la  surface/^  o  ; 
car,  contenues  dans  le  plan  tangent  commun  aux  deux  sur- 
faces, elles  sont  tangentes  à  l'une  et  à  l'autre.  Exprimons  que 
la  droite  (i)  rencontre  la  surface  en  deux  points  confondus; 
pour  cela,  formons  l'équation  en  p 

/(a-4-ap,   6+3p,  c  +  yp)  =  o. 

Exprimons  qu'elle  a  deux  racines  égales,  en  éliminant  p  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée 

ôa        ^  ôb         '  ôc 
nous  aurons  une  équation  de  la  forme 

(•i)  cs(a,  3,  Y)=:o. 

En  éliminant  a,  [^,  y  entre  (i)  et  (2),  on  aura  le  lieu  cherché, 
c'est-à-dire  le  cône  circonscrit  :  nous  verrons  plus  loin  une 
autre  méthode  pour  résoudre  la  même  question. 

Appliquons    ces   considérations  à  la  surface    représentée 

par  l'équation /==  \^/y\r/^y  =  o  (où  l'on  pose,  pour  abré- 
ger, x^  =  x^  x.>-- y,  x^  =r  3,  X.,  =  ^  :=  i),  on  a 


/(«-^.. ..)=.',-. (4^?I^T:;f)-/K^ 


C  j  =  o, 


'^  désignant  les  termes  du  second  degré  dans  /(a,  [3,  v). 
L'équation  dérivée  en  p  n'a  pas  besoin  d'être  formée,  et,  pour 
que  l'équation  précédente  ait  des  racines  égales,  il  faut  que 

Cette  équation  étant  homogène  en  a,  jj,  y,  on  élimine  facile- 
ment ces  quantités,  et  l'on  a 
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OU 

Cette  méthode  fournit  souvent  des  solutions  étrangères. 

Problème  III.  —  Mener  à  une  surface  un  pian  tangent 
parallèle  à  une  droite  donnée. 

En  raisonnant  comme  tout  à  l'heure,  on  verra  que 
ap  -\-  hq  =\ 


ou 


df      j  ôr      df 


ôx  dy        ôz 

est  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  la  direction  a,  b,  i  et  que  tous  les 
points  de  cette  courbe  sont  des  points  de  contact  admissibles. 
L'équation  du  cylindre  circonscrit  peut  s'obtenir  soit  en 
partant  de  la  connaissance  de  la  courbe  de  contact,  soit  en 
exprimant  que  la  droite 

x^az-^-p,         y  —  bz-hq 

rencontre  la  surface  en  deux  points   confondus  et  en  cher- 
chant le  lieu  de  cette  droite. 

Problème  IV.  —  Mener  par  une  droite  donnée  un  pian 
tangent  à  une  surface  donnée. 

L'équation  de  la  surface  étant /=o,  celle  d'un  plan  tan- 
gent est 

(Jx  ôf  ôz  ai 

si  Xqj  Yq,  Zq,  tQ  et  ^1 ,  jKi ,  ^1 ,  t^  sont  les  coordonnées  de  deux 
points  appartenant  à  la  droite,  on  aura 

df  df  df  àf  _ 

""'  'dx  "^^'°  ty'^^'tz^^'  'dt  -  ^' 
df  df  df  df 

dx       -^^  dy  ^  dz         ^  dt 
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ces  deux  équations,  jointes  à  celles  de  la  surface,  détermine- 
ront les  points  de  contact.  Ils  sont  au  nombre  de  m[m  —  i)^ 
si  la  surface  est  algébrique  de  degré  m,  et  se  trouvent  sur 
rintersection  des  courbes  de  contact  des  cônes  circonscrits 
ayant  leurs  sommets  en^o>,To^  ^o  et  x^^r^,  ^,. 

On  appelle  classe  d'une  surface  le  nombre  de  plans  tan- 
gents qu'on  peut  lui  mener  par  une  droite;  si  la  surface  est 
d'ordre  m^  on  voit  que  sa  classe  sera  au  plus  m{jn  —  i)^. 

iNous  verrons  plus  loin  qu'il  existe  des  surfaces  auxquelles 
on  ne  peut  pas  mener  de  plans  tangents  par  une  droite  donnée; 
mais  ces  surfaces  sont  les  développables  dont  il  a  déjà  été 
question,  et  leur  classe  se  détermine  par  d'autres  considé- 
rations. 

Si  la  droite  était  donnée  par  deux  plans,  qui  la  contiennent, 

rtX  -\~  bY  -^-  cZ  H-  dT  =  o,         a'X  ~  h'\  -i-  c'Z  +  dT  =  o, 

on  aurait  les  équations  suivantes  pour  déterminer  les  points 
de  contact  : 


\     a  b  c 

a  b'  c' 

I  ¥  <V  df 

I    ôx  ()y  ()z 


et 


a  b  d 

a!  b'  d' 

<V  àf  df 

Ox  Oy  ôt    j 


Problème  V.  —  Pa?^  un  point  donné,  mener  une  noj^- 
niale  à  une  surface  donnée. 

Soient 


^0 


f{x,y,  z)^-o 


)r 


l'équation  de  la  surface,  '■-  =/i,  -y-^  ^=  fi  ^^  ~  ==/:i7  ^-5   ??  Y 

les  coordonnées  du  point  donné.  Les  équations  de  la  normale 
sont 

exprimons  que  cette  normale  passe  par  le  point  a,  |3,  y;  nous 
aurons 


(■2) 


a  —  X 


■y 
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Ces  équations,  jointes  à  (i),  détermineront  le  pied  ^,7-,  z  de  la 
normale  sur  la  surface;  les  équations  (i)  et  (2)  sont  de  degré  m 
en  X,  -)  ,  ;  :  elles  fourniront  donc  m'^  solutions;  mais,  parmi 
ces  solutions,  il  y  en  a  m{m  —  i)  étrangères  à  la  question, 
ainsi  que  Ta  remarqué  O.  Terquem  (Journal  de  Liom'ille, 
i'*"  série,  t.  IV). 

Supposons,  en  effet,  le  point  (a,  [j,  y)  à  l'origine;  les  équa- 
tions (■->)  se  réduiront  à 

(3)  ^_A'_-. 

J\         Ji  li 

mais  (i)  peut  s'écrire 

{\)  f{^yy,  o)-^z/s{x,y,  0)-r-...  =  0, 

et  les  équations  (3),  (4)  sont  satisfaites  en  posant 

^=0,       f(x,r,o)  =  o,       fi  =  o. 

Les  solutions  de  ces  équations,  au  nombre  de  7n(m  —  i),  sont 
évidemment  étrangères  à  la  question,  et  par  suite  : 

Par  an  point  donné  on  ne  peut  mener  que  m'^  —  m-  +  m 
normales  à  une  surface  de  degré  m. 

XV.  —  Du  contour  apparent  des  surfaces. 

Supposons  qu'un  observateur  ait  son  œil  au  sommet  du 
cône  circonscrit  à  une  surface,  la  ligne  de  contact  lui  paraîtra 
délimiter  cette  surface;  aussi  peut-on  lui  donner  le  nom  de 
contour  apparent  de  la  surface. 

Supposons  que  l'on  coupe  le  cône  circonscrit  par  un  plan 
(ou  même  par  une  surface  courbe)  ;  la  trace  de  ce  cône  sera  la 
perspective  du  contour  apparent  de  la  surface  ou  ce  que  l'on 
appelle  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  en 
cjuestion  (ou  sur  la  surface). 

L'œil  peut  être  à  l'infini  :  le  contour  apparent  est  alors  la 
trace  d'un  cylindre  circonscrit  à  la  surface. 


INFINIMENT     PETITS     DU    I*"*    ORDRE     DANS     L 'ESPACE.      265 

Oq  considère  le  plus  souvent  en  Analyse  les  contours  appa- 
rents des  surfaces  sur  les  plans  coordonnés;  ce  sont  alors  les 
traces  de  cvlindres  circonscrits  ajant  leurs  génératrices  paral- 
lèles aux  axes. 

Proposons-nous  de  trouver  le  contour  apparent  de  la  sur- 
face /(.r,  j',  z)  =  o  sur  le  ))lan  des  xy.  L'équation  de  ce 
contour  sera  l'une  des  équations  de  la  courbe  de  contact 
d'un  cylindre  circonscrit  et  dont  la  génératrice  serait  paral- 
lèle à  la  direction  0,0,  i  ;  ré(|uation  de  ceUe  courbe  est, 
comme  on  l'a  vu  (p.  262), 

En  éliminant  z  entre  cette  équation  et  /=o,  on  aura  la 
courbe  cliercbée.  Donc  le  contour  apparent  est  ^enveloppe 
des  projections  des  sections  parallèles  au  plan  des  xy  sur 
ce  plan.  (Celte  règle  n'est  évidemment  pas  sans  exception.) 

XVI.  —  Surfaces  de  révolution. 

On  sait  qu'une  surface  de  révolution  est  engendrée  par  une 
courbe  qui  tourne  autour  d'un  axe  de  manière  que  tous 
ses  points  décrivent  des  cercles  avant  leurs  centres  sur  l'axe 
et  leurs  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  que  l'on  appelle  \! axe 
de  la  surface.  Ces  cercles  sont  appelés  les  parallèles  de  la 
surface. 

L'équation  d'une  surface  de  révolution  s'obtient  en  expri- 
mant qu'il  y  a  la  même  relation  entre  la  distance  /'  d'un  point 
à  l'axe  et  la  distance  p  de  ce  même  point  à  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe,  qu'entre  la  distance  d'un  point  de  la  courbe 
génératrice  à  cet  axe  et  le  plan  en  question. 

Si,  par  exemple,  on  se  donne  le  méridien  de  la  surface, 
c'est-à-dire  la  courbe  suivant  laquelle  un  plan  passant  par  l'axe 
coupe  la  surface  au  mojen  de  son  équation 
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l'axe  de  révolution  étant  pris  pour  axe  des  Tj,  on  observe  que^ 


"•^0  ^  7—yo 


sont  les  équations  de  l'axe  et  (.ro,  jo?  ^o)  1^  point  qui  était 
l'origine  des  coordonnées  pour  l'équation  (i)  du  méridien,  on 
aura,  en  appelant  x,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
surface, 


s/a2  -f-  JJl2  -V  V2 

1{x  —  xq)-+-  ij.(7— Jo)-4- v(^  — ^o). 

7]=   ^ , 

VA2-+-   [J.2-h  v2 

l'équation  de  la  surface  sera  donc 

\      A|(r-.ro)v  -(^-.^o)!i.p       ^Mor-  T,)    \  _ 

Je  n'insiste  pas  sur  la  manière  dont  on  peut  obtenir  l'équa- 
tion des  surfaces  de  révolution,  ce  sujet  étant  traité  dans  les 
ouvrages  élémentaires;  je  ferai  seulement  observer  que,  si  R 
est  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  sphère  etP  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  d'un  plan, 

F(P,    R)=rO 

sera  l'équation  d'une  surface  de  révolution  ;  car,  quand  on  sup- 
pose R  constant,  P  est  constant;  les  équations 

R  —  const.,         P  =  const. 

déterminent  une  série  de  cercles  parallèles  ayant  leurs 
centres  sur  la  droite  que  l'on  obtient  en  abaissant  du  centre 
de  la  sphère  une  perpendiculaire  sur  P  =  o.  Cette  perpendi- 
culaire, dont  il  est  facile  d'avoir  l'équation,  est  l'axe;  on  en 
déduira  facilement  le  méridien. 


ou 
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est  Téquation   d'une  surface  de  révolution   autour   de  l'axe 
des  :;,  le  méridien  a  pour  équation  z-  =  '|'(.r). 

Considérons  la  surface  de  révolution  représentée  par 

on  a 

l'équation  du  plan  tangent  est 

celles  de  la  normale  sont 

X— .r        Y  — r 

—     .,—'        '-r  =  —  (7.  —  z): 

l'une  de  ces  équations,  celle  de  la  projectioji  de  la  normale 
sur  le  plan  des  xj',  peut  s'écrire 

(\ —.T)y  ~  (Y —j')x  =  o 

ou 

Xy  —  Y^  =  o. 

La  projection  de  la  normale  sur  le  plan  des  ^j' passe  donc  par 
l'origine;  on  en  conclut  que  : 

Dafis  toute  surface  de  révolution,  la  normale  rencontre 
Vaxe;  réciproquement  :  si  la.  normale  à  une  surface  ren- 
contre constamment  une  droite  fixe,  cette  surface  est  de 
révolution. 

Prenons  la  droite  fixe  pour  axe  des  z\  les  équations  de  la 
normale  sont 

dz  ôz 

dx  &y 

pour  exprimer  que  la  normale  rencontre  l'axe  des  z^  il  suffit 
d'exprimer  que  la  projection  sur  le  plan  des  xj' 

(X  — ^)  -  -  —  (Y  —  v)  ^-    =0 
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passe  par  l'origine,  ce  qui  donne 

dz  âz 

dy       ^   ùx 

celte  équalion  peut  s'écrire 

d{x,y)        ~ 

elle  exprime  donc  (p.  i68,  t.  I)  que  z  est  fonction  de  x-  +  J  " 
et  par  suite  que  la  surface  est  de  révolution.         c.  q.  f.  d. 

XVII.  —  Conoïdes. 

Un  conoïde  est,  comme  l'on  sait,  la  surface  engendrée  par 
une  droite  appelée  génératrice  qui  s'appuie  sur  une  droite 
fixe  appelée  axe^  en  restant  parallèle  à  un  plan  fixe  appelé 
directeur. 

Dans  le  conoïde,  la  distance  P  d'un  point  M  au  plan  direc- 
teur est  une  fonction  de  l'angle  que  la  génératrice  passant  en 
M  fait  avec  une  droite  fixe  parallèle  au  plan  directeur;  en 
appelant  alors  U  et  V  les  distances  du  point  M  à  deux  plans 

passant  par  l'axe,  on  a  P  ==  es  (-t/  )*  Quand  on  prend  l'axe  pour 


axe  des  z  et  le  plan  directeur  pour  plan  des  xy^  cette  équalion 
devient 

z  étant  fonction  homogène  et  de  degré  o  de  ^  et  j^',  on  a  évi- 
demment 

.    ^  dz  dz 

ùx       -^  ()y 

Si  le  conoïde  est  droit,  c'est-à-dire  si  l'axe  est  perpendicu- 
laire au  plan  directeur,  cette  étjuation  exprime  que  la  nor- 
male est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  projeté  sur  le  plan 
des  xy^  comme  elle  l'est  à  la  directrice;  sa  construction  de- 
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vient  facile.  L'équation  (2),  lorsque  z  est  rordonnce  d'une 
surface  quelconque,  est  l'équation  de  la  courbe  de  contact 
d'ut)  conoïde  droit  circonscrit  à  cette  surface,  dont  le  plan 
directeur  serait  le  plan  des  xj\  Cette  équation  exprime  en 

effet  que  le  ~  et  le  -,"  de  la  surface  sont  les  mêmes  que  ceux 

du  conoïde  qui  aurait  la  série  des  points  communs  x^  j  ,  z 
avec  la  surface. 

Si  le  z  d'une  surface  satisfait  identiquement  à  la  relation 
(i),  cette  surface  est  un  conoïde.  J3ien  que  cette  yjroposition 
ne  nous  soit  pas  très  utile,  nous  indiquerons  la  marclie  à  suivre 
pour  la  démontrer.  On  changera  de  variable  et  à  la  place  de 

j  on  prendra  '   ;  l'équation  (2)  deviendra  alors 


ôx 


ce  qui  prouve   que  z  considéré   comme   fonction  de  x  et  — 
ne  contient  pas  x\  donc  z  doit  pouvoir  s'exprimer  au  movcn 


de  —  seul  ;  donc,  etc. 


D'ailleurs  Fétj nation  (2)  exprime  que  z  est  fonction  liomo- 
gène  et  de  degré  o  àc  x  et  j'(voir  l.  l,  p.  222). 


XVIII.  —  Des  surfaces  enveloppes. 

Considérons  une  surface  dont  l'équation  renferme  un  para- 
mètre variable  a  et,  par  conséquent,  variable  elle-même  de 
forme  et  de  position.  Soit 

(i)  f(x,y,  z,7.)^o 

son  équation  :  pour  une  valeur  détermim-e  de  a,  cette  équation 
représente  une  surface  bien  déterminée;  mais,  a  variant,  on 
obtient  une  s'rie  de  surfaces  formant  unQ  famille. 

Maintenant  supposons   qu'a\ant  attribué  à   a  une   valeur 
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déterminée,  on  lui  fasse  subir  un  accroissement  <ia,  on  aura 
la  nouvelle  surface 

(•2)  f[x,y,  z,%-^d'x)  =  o\ 

elle  coupera  la  première  suivant  une  courbe  qui  pour  d'y,  =:  o 
prendra  une  forme  limite  appelée  caractéristique.  Les  équa- 
tions d'une  caractéristique  sont  (i)  et  (a)  ou  (i)  et 

(3)  -  ax  =  o         ou  ■  z=z  o. 

Si  entre  (i)  et  (3)  on  élimine  a,  on  aura  le  lieu  des  caracté- 
ristiques ou  V enveloppe  de  la  surface  (i).  L'enveloppe  peut 
aussi  être  représentée  par  les  équations  simultanées  (1)  et  (.)), 
à  la  condition  d'y  regarder  a  comme  fonction  de  j",  j",  ::, 
déduite  de  l'une  de  ces  deux  formules. 

Considérons  maintenant  une  caractéristique  voisine  de  la 
première  :  ses  équations  seront 

/(a  ~  dy.)  ■=  o,         /'( a  -h  f/a)  =  o, 
en  posant,  pour  abréger, y"'(a)  =    '   ?  ou  bien 

f{y.)^f\y.)d-J.  =  o,         /'(  a  )  -f-  /■'(  a  )d'j.^o, 

en  négligeant  les  termes  du  second  ordre;  or  la  première  de 
ces  équations  est  une  combinaison  de  (1)  et  (3);  donc  deux 
caractéristiques  successives  se  rencontrent,  quand  on  fait 
abstraction  des  termes  du  second  ordre. 

THÉoiii':ME.  —  Les  surfaces  de  la  famille  (1)  touchent 
V enveloppe,  tout  le  long  d' une  même  caractéristique. 

En  effel,y(^,  y,  z-,  aj  =  o  représentera  à  volonté  une  enve- 
loppée ou  Fenvelopjie,  suivant  que  l'on  y  considérera  a  comme 
une  constante  ou  comme  une  fonction  de  x,y,  z  déduite  de 


f'{x,y,  z,  a;  =  o. 

âz 
()y 


(^Jierclions  le  --  et  le  — ^  de  l'enveloppe  :  appelons-les/?  et  q\ 
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à  cet  effet,  différentions  /=  o  par  rapport  à  x\  d'abord,  en 
y  considérant  a  comme  fonction  de  x^y,  z-^  nous  aurons 

âf        df  ()/  frix         fJx 


)f  (  rl-i         fh.       \ 


dx    '    ôz        'à 

de  là  on  déduit  p  :  on  calculerait  q  d'une  façon  analogue. 
Mais  ^  est  nul,  car  c'est  l'équation  -;  =  o  qui  sert  de  défîni- 
tion  à  a,  en  sorte  que  l'équation  précédente  se  réduit  à 

ùf       i)f 


résultat  auquel  on  serait  parvenu  en  considérant  a  comme 

constant  ;  donc  le  —  et  le   -  de  l'enveloppe  et  de  l'enveloppée 

sont  les  mômes  tout  le  long  d'une  caractéristique  ;  leurs  plans 
tangents  sont  donc  les  mêmes,  et  par  suite  elles  sont  cir- 
conscrites l'une  à  l'autre. 

Réciproque.meaï  :  Si  une  surface  mobile 

est  sans  cesse  circonscrite  à  une  autre  fixe  F  :=  o,  celle-ci 
est  son  enveloppe. 

En  effet,  toute  surface  fixe  F  =  o  peut  être  représentée  par 
l'équation 

U)  J\-^,j'^  -r  ?;  =  o, 

pourvu  que  '^  soit  déterminé  par  l'identité 

J\x,y,  z,  o)=F. 

llésolvons  les  deux  équations  (i)  et  (2),  l'une  par  rapport  à  a, 
l'autre  par  rapport  à  cp,  les  valeurs  de  a  et  de  cp  seront  iden- 
tiques, et  l'on  aura  a  =  cp  ;  les  formules  (i)  et  (2)  ne  sauraient 
donc  avoir  lieu  en  même  temps,  que  si  Ton  a  'j  =  a. 
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Cela  posé,  calculons  le  p  de  la  surface  {•>.)  :  pour  cela  difTé- 
rentions  par  rapport  à  x  la  formule  (2),  nous  aurons 

df        df  df  /  do        ô'o 


le  -"  de  la  surface  (i)  est  donné  par  la  formule 

df       df 
ôx        Oz 

Pour  que  les  valeurs  de  p  tirées  de  ces  équations  soient  égales, 
il  faut  que 

df  [do  d'O       \ 

—     -^  -+ ^  /)     =  o. 

do  \0x         (jz^  J 

De  même,  pour  que  les  valeurs  de  q  soient  égales,  il  faut  (pic 

df  [  do         d': 

or  les  quantités 


.,V'x     0.1^  =  "' 


do     ^     do       _fl^ 
dx        dz  dx 

do        do      _  do 
dy'^'"dz'^~dy 

ne  sauraient  être  nulles  à  la  fois,  sans  quoi  Ton  aurait 

do  j         do    j  j 

-,'   dx  -\-  -,-  dy  —  do  =  o, 

dx  df    -^  .  ' 

et  cp  serait  une  constante  :  la  surface  F  =::i  o  se  confondrait 
avec  une  des  en\eloppées;  donc  il  faut  que  Ton  ait 

en  chaque  point  où  la  surface  F  =  o  touche  les  surfaces  de 
la  famille,  c'est-à-dire  en  chaque  point  de  F  ^=  o  ;  donc  cp  est 
déterminé  au  moyen  de  la  même  équation  que  l'enveloppe 
proprement  dite  des  surfaces  de  la  famille  considérée. 
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Théorème  II.  —  Toutes  les  caractéristiques  sont  tan- 
gentes à  une  même  courbe  réelle  ou  imaginaire. 

Nous  avons  vu  que  deux  caractéristiques  voisines  se  ren- 
contraient, en  négligeant  des  termes  du  deuxième  ordre  par 
rapport  à  da..  Les  équations  de  ces  caractéristiques  sont 

/(«)  =  o,      /'(a)  -  o,      /(a)  -f-/'(a)^a  =  o,      /(a) +/"(a)./a  =  o; 

elles  se  réduisent  aux  trois  suivantes  : 

/(a)  =  o,        /'(a)  =  o,         /"(a)^o. 

La  courbe  obtenue  en  éliminant  a,  c'est-à-dire  le  lieu  des 
points  de  rencontre  de  deux  caractéristiques  voisines,  est 
ce  que  l'on  appelle  V arête  de  rebroussement  de  l'enveloppe. 
C'est  à  cette  arête  que  chaque  caractéristique  est  tangente. 
En  effet, /=  o,/'=  o  représenteront  à  volonté  une  carao- 
téristique  ou  l'arête,  suivant  que  a  sera  constant  ou  déterminé 
par  f"  =^0]  différentions/=  ocif'=  o  par  rapport  à^  :  nous 
aurons,  en  supposant  a  variable, 

df     ,       df    ,        ôf        dffdi     ,        di     ,       da.\ 
dx  df^         ôz        doL\dx  dy^         dz  j 

df 


àx 


x'  et  J'',  dérivées  de  ^  et  j  prises  par  rapport  à  z,  auront 
mêmes  valeurs  au  point  commun  à  la  caractéristique   et  à 

l'arête,  car  -^  et  -^?  c'est-à-dire/'(a)  et/''(a),  sont  nuls  en  ces 
points,  et,  pour  trouver  Vx'  et  Vy'  de  la  caractéristique,  il  fau- 
drait supposer  nuls  les  coefficients  de  -^  et  -y-?  ce  qui  con- 
duit au  même  résultat.  Les  coefficients  directeurs  des  tan- 
gentes aux  points  communs  aux  deux  courbes  sont  donc 
égaux,  et  par  suite  ces  courbes  sont  tangentes. 

TnÉORiiME  III.  —  L'arête  de  rebroussement  est  le  lieu 

des  intersections  successives  de  trois  surfaces  voisines  de 
la  famille. 

L.  —  Traite  d'A-mlyse,  I^.  i8 
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En  effet,  les  équalions  de  trois  surfaces  voisines  sont 

/(a)  =  o,        /(a-f-A)=^o,        /(a-f-AO-o 

ou 

/(a)^o,        /(a)-^A/(a)-f-  ^^/'(a)--=o, 

/(a)+Â:/'(a)-i-^/"(a)  =  o, 

qui,  combinées  entre  elles,  équivalent  à 

/(a)=o,         /'(«)  =  o,        /"(a)-o. 

Ces  équations  déterminent  un  point  de  Tarête  de  rebrousse- 
ment. 

Problème.  —  Une  famille  de  surfaces  est  donnée  par  les 

formules 

f{x,y,  ^,  a,  p,   ...,  X)  =  o, 

cpi(a,  p,  ...,  X)  =  o,  ...,         cp,i(a,  ..  .,  X)=(), 

dans  lesquelles  le  nombre  des  paramètres  a,  p,  .  .  .  est  égal 
à  /i  -h  I  ;  trouver  son  enveloppe. 

Considérons  a,  p,  .  ,  .  ,\  comme  fonctions  d'un  même  pa- 
ramètre t  qui  sera,  si  l'on  veut,  l'une  de  ces  quantités.  L'en- 
veloppe aura  pour  équation  la  résultante  de 

y  =  o         et  de         df  =  ^h 

ou  de/=  o,  et  de 

da.,  f/p,  .  .  . ,  étant  d'ailleurs  donnés  par  les  équations 


(2) 


-^  d%  -\ }k-  ap  +  .  .  .  -' r-  dl  —  o. 
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Il  faut  commencer  par  remplacer  6/a,  ,  .  .  ^  cfk  par  leurs  va- 
leurs déduites  de  (2),  dans  (i),  ce  qui  fournit  la  résultante 

Cette  équation  revient  à  (i)  ou  à  <i/=  o  ;  les  formules  cpi  =  o, 
'^2  =  o,  ,..,  0,1^=0  font  connaître  a,  p,  .  .  . ,  X  en  fonction 
de  ^,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  t  entre  (3)  et /=  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  faut  éliminer  a,  [B,  y,  .,.,). 
entre /=  o,  cp,  =  o,  .  .  .  ,  cp,,  =  o  et  l'équation  (3). 

Remarque  1.  —  Si  la  famille  de  surfaces  était  donnée  au 
moyen  de  /^  équations  homogènes  entre  n -}- i  variables 
a,  b,  c,  .  .  . ,  on  prouverait,  comme  on  l'a  fait  à  propos 
d'une  question  analogue  de  Géométrie  plane,  que  l'enveloppe 
s'obtient  en  éliminant  ces  paramètres  <2,  6,  c,  ...  entre  les 
n  +  I  déterminants  fonctionnels  que  l'on  peut  former  avec 
les  premiers  membres  des  n  équations  données  considérées 
comme  fonctions  des  n  -}-  i  variables  a,  b,  c,  .... 

Remarque  II.  —  Une  famille  de  surfaces  dont  l'équation 
est  de  la  forme 

n'a  pas  d'enveloppe;  aussi  faut-il  se  garder  de  résoudre  les 
équations  des  familles  de  surfaces  dont  on  veut  l'enveloppe, 
par  rapport  à  leur  paramètre.  Nous  n'insistons  pas  sur  cette 
question  dont  l'analogue  a  été  traitée  en  détail  en  Géométrie 
plane. 

Nous  ferons  cependant  remarquer  encore  que,  si  le  para- 
mètre a  entre  au  premier  degré  dans  une  famille  de  surfaces, 
toutes  ces  surfaces  passent  par  une  courbe  fixe,  laquelle 
peut  être  considérée  comme  leur  enveloppe;  ainsi,  l'équation 
de  la  famille  étant 

celle  de  l'enveloppe  est  ^(^,  y,  z)=^o  avec  o(x,  jk,  ^)  ^=  o, 
courbe  par  laquelle  passent  toutes  les  surfaces  de  la  famille. 
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XIX.  —  Application  aux  surfaces  de  révolution. 

Comme  application  des  théories  précédentes,  cherchons 
l'enveloppe  d'une  série  de  sphères  ayant  leur  centre  sur  l'axe 
des  z. 

Ces  sphères  ont  pour  équation 

(I)  ^2  +  -^,2+(^_,^).^K2, 

où  R  est  une  fonction  de  y  qui  caractérise  l'espèce  d'enveloppe 
à  laquelle  on  a  affaire.  L'enveloppe  s'obtiendra  en  éliminant 
y  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  relative  à  y,  à  savoir 

De  cette  équation  on  tire  y  =  'f  (^)  ;  ^n  portant  cette  valeur 
dans  (i),  on  trouve  un  résultat  de  la  forme 

l'enveloppe  cherchée  est  donc  une  surface  de  révolution 
autour  de  l'axe  des  z^  ce  qui  était  évident  a  priori. 

On  pourrait  encore  arriver  à  ce  résultat  en  observant  que 
l'enveloppe,  étant  tangente  aux  enveloppées,  doit  avoir  mêmes 
normales  que  celles-ci  aux  points  où  elles  sont  en  contact; 
or  les  normales  aux  enveloppées  rencontrent  le  lieu  des  centres 
de  ces  enveloppées  :  ainsi  la  normale  à  la  surface  enveloppe 
rencontre  une  droite  fixe  ;  cette  surface  est  donc  de  révolution. 

La  réciproque  est  évidente,  et  toute  surface  de  révolution 
est  l'enveloppe  de  sphères  passant  par  les  parallèles  et  ayant 
pour  rayons  les  normales  à  la  surface  limitées  à  l'axe. 

XX.  —  Surfaces  des  canaux. 

Une  surface  canal  est  l'enveloppe  des  positions  d'une 
sphère  de  rayon  constant  dont  le  centre  décrit  une  courbe 
donnée.  En  appelant  a,  [:i,  y  les  coordonnées  d'un  point  de 
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cette  courbe,  R  le  rayon  de  la  sphère  enveloppée,  l'équation 
de  la  surface  sera 

(i)  (.^_a)2  +  (j_3)2  +  (^-Y)5  =  RS 

à  laquelle  il  faudra  joindre 

(0,)  (x  -  a)  a'  +  (  r  —  ?)  3'  +  {z  —  7)7'  -  o, 

a',  [3',  v'  désignant  les  dérivées  de  a,  [^,  y  par  rapport  à  un 
paramètre  t  dont  a,  p,  y  sont  fonctions.  Si  l'on  différentie  (i), 
on  a 

{x~  ^x)(dx  —  y.'dt)-h  {y  —  ^){dy —'^' clt)-\-  {z  —  ^(){  dz  —  ^i'dt)  =  o 

ou,  en  vertu  de  (2), 

(3)  {x^oi)dx-^{y—'^j)dy-^{z  —  ^()dz^  o. 

Cette  formule  montre  que  la  direction  x  —  a,  j'  —  3,3  —  y 
est  normale  à  la  direction  dx^  dy^  dz^  c'est-à-dire  à  un  dé- 
placement effectué  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  ;  la  droite 
joignant  les  points  x^  y^  z  et  a,  [^,  v  est  donc  la  normale  à  la 
surface. 

Donc,  dafis  les  surf  aces  des  canaux,  la  normale  rencontre 
la  courbe  fixe  décrite  par  le  centre  de  la  sphère  enveloppée. 

XXI.  —  Deuxième  espèce  d'enveloppes. 

Une  famille  de  surfaces  peut  dépendre  de  deux  paramètres 
variables.  Ainsi  l'équation 

/(^,7,  :;,  a,  P)  =  o 

représente  une  famille  de  surfaces.  Les  trois  surfaces  infini- 
ment voisines 

/•(a,  p.)  =  o,         /(a  +  ./a,  .3)^0,         /(a,  (3-f-<3)=.o 

se  coupent  en  un  certain  point,  qui,  pour  f/a  =  o,  «^/|3  =  o,  a 
une  position  bien  déterminée.  En  effet,  l'intersection  de  ces 
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trois    surfaces  est  la  même  que    celle  des  trois  suivantes  : 
ou 

^=="'  ^=^'  ^=^' 

en  passant  aux  limites. 

Si  entre  ces  trois  équations  on  élimine  a,  (3,  on  aura  le  lieu 
des  intersections  de  trois  surfaces  consécutives  ou  ce  que 
l'on  appelle  Y  enveloppe  des  surfaces /=  o. 

On  démontrera  facilement  que  : 

1°  Chaque  enveloppée  {ou  surf  ace  de  la  famille)  touche 
Venveloppe^  et  que,  réciproquement,  si  une  surface  touche 
toutes  les  surfaces  d'une  même  famille,  elle  est  leur  enve- 
loppe. 

2"  Les  surfaces  enveloppes  résultant  de  l'élimination 
de  OL  seul,  ou  de  [3  seul,  ont  pour  enveloppe  l'enveloppe 
fixe,  et  deux  enveloppes  de  familles  différentes  se  touchent. 

3*^  Si  une  famille  de  surfaces  était  donnée  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

f{x,y,  ^,  a,  p,  Y,   ..-,  ^)  =  o, 
?i(«,  P, ,  X)==o, 


?«(a,  P, ,>^) 


le  nombre  des  paramètres  à,  .  .  .  ^\  étant  supérieur  de 
deux  unités  au  nombre  des  relations  cp<  =  o,  .  .  . ,  'j^/^  =::=  o, 
on  obtiendrait  V enveloppe  en  éliminant  a,  [j,  .  .  . ,  A  entre 
les  équations  proposées  et  deux  quelconques  des  suivantes  : 

Il  est  entendu  qu'on  pourra  faire  usage  dans  les  calculs  de 
toutes  les  équations,  mais  en  se  rappelant  qu'elles  rentrent 
les  unes  dans  les  autres. 

Enfin,  si  les  paramètres  a,  [3,  y,  ...,),  étant  au  nombre 
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de  AiH-  2,  entraient  clans  les  équations  proposées  sous  forme 
homogène,  on  éliminerait  ces  paramètres  entre  les  équations 
de  la  forme 

à(y,  0,    ...,  A) 

que  l'on  peut  former  avec  les  fonctions  /,  cp  et  les  variables 
a,  p,  y,  0,  ...  ;  quelques-unes  de  ces  équations,  bien  entendu, 
rentrent  dans  les  autres. 


XXII.  —  Des  surfaces  polaires  réciproques. 

Etant  donnée  une  surface  du  second  degré  par  une  équa- 
tion en  coordonnées  homogènes 

(i)  /{x,y,z,  t)=-o, 

le  cône  circonscrit  ayant  son  sommet  en  Ç,  r,,  Ç,  t  la  touche 
suivant  son  intersection  avec  la  surface  polaire,  représentée 
par  l'équation 


(2) 

^  dx 

-^%- 

quel' 

on 

peut 

aussi  écrire 

(3) 

4- 

Oc, 

à/ 

'i 

et  qui  est  dans  le  cas  actuel  un  plan.  Ce  plan  est  dit  le  plan 
polaire  du  point  f;,  r,,  ^,  t).  La  forme  de  l'équation  (2)  montre 
que,  si  le  point  (ç,  Vi,  Ç,  t),  que  l'on  appelle  aussi  le  pôle  du  plan 
(2)  ou  (3)  décrit  un  plan,  son  plan  polaire  (2)  contient  un 
paramètre  au  premier  degré  et  passe  par  un  point  fixe,  et 
réciproquement.  De  même,  si  le  pôle  décrit  une  droite,  le 
plan  polaire  passera  par  une  droite,  et  réciproquement.  Ces 
droites  sont  dites  polaires  l'une  de  l'autre. 

Gela  posé,  étant  donnée  une  surface  quelconque 

(4)  ^,{oc,y,  z,  0  =  0, 
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cherchons  par  rapport  à  la  surface  (i)  l'enveloppe  des  plans 
polaires  de  tous  les  points,  nous  obtiendrons  ce  que  l'on 
appelle  la  polaire  réciproque  de  la  surface  (4).  Pour  trouver 
cette  polaire,  il  faudra  chercher  l'enveloppe  du  plan 


àf    .    ..àf 


■7 


d-r, 


àf 


sachant  que  l'on  a 

(5)  oa,r,,>:,^)  =  o. 

Si  nous  écrivons  l'équation  du  plan  sous  la  forme 


(6) 


^  dx 


dy 


dt 


on  voit  qu'il  faudra  éliminer  ^,  r,,  Ç,  centre  les  équations  (5), 
(6)  et  les  suivantes,  obtenues  en  égalant  à  zéro  les  détermi- 
nants des  premiers  membres  de  (5)  et  (6), 


d^ 

do 

à\ 

à^ 

àf 

V 

ùx 

ày 

X     ai 
àf     àf   I 
âx     dz   I 


o, 


Plusieurs  de  ces  équations,  bien  entendu,  sont  superllues;  on 
peut  les  écrire 


(7) 


à^  .  àf        do  _  df        âo      df        ()cp   ^  df 
Or    '  dx        à-f]   '  ôy        ôZ^   '  <)z        dx    '  ôt 


Ces  équations  comprennent  l'une  des  équations  (5),  (6),  car 
on  peut  écrire  à  leur  suite  le  rapport 


àri 


do\ 


^ùx''ôy^~ôz        '  ôt 


et  l'on  peut  dire  que  la  surface  polaire  que  nous  cherchons 
s'obtient  en  éliminant  ç,  '/),  ^,  t  entre  (6)  et  (7)  ou  entre 
(7)et_(5). 

Maintenant  cherchons  le  lieu  des  pôles  des  plans  tangents 
à  la  surface  (4).  Pour  avoir  le  pôle  d'un  plan 


kx  -\-  By  -hG^  +  D^  =  o, 
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il  suffît  d'identifier  son  équation  avec  le  plan  polaire  (3)  du 
point  ^,  Tj,  Ç,  t;  on  a  alors  les  équations  suivantes  pour  déter- 
miner le  pôle 

1  ^Z"  _  1  ^/  -  1  ^/  _  1  ^ 
A  ~ôl  ~  B  âr,  ~  C  âl"  D  dz' 

OU,  en  changeant  ç,  r,,  Z,  t  en  x^y,  z,  t^ 

X'dx        B  c>7        C~dz        \y  Ot' 

Le  plan  tangent  à  la  surface  (4)  est,  en  appelant  ?,  y],  Ç,  t  les 
coordonnées  du  point  de  contact, 

0\  ÔTi  dÇ  01 

et  son  pôle  sera  donné  par  les  formules 

df   d^  _   4/".^?  _  ^/.^?  _  ^/.^? 

âx  '  ~d^        ôy  '  ôr^        ôz  '  ât,        ut'  àx 

Pour  avoir  le  lieu  cherché,  il  faudra  éliminer  les  coordonnées 
^,  T,,  Ç,  T  entre  ces  équations  et  '-p(^,  T],  Ç,  -:)  =  o;  or  ces  équa- 
tions sont  identiques  à  (5)  et  (7)  qui  nous  ont  fourni  la  |)0- 
laire  réciproque  de  0=^0;  donc  toute  surface  pouvant  être 
considérée  comme  l'enveloppe  de  ses  plans  tangents  est 
l'enveloppe  des  plans  polaires  des  points  de  la  polaire  réci- 
proque :  elle  est  donc  à  son  tour  la  polaire  réciproque  de 
celle-ci. 

Si  l'on  égale  la  suite  des  rapports  (7)  à  5  et  si  l'on  fait 

cp  =:  Â  ^2  _^  A' r, 2  +  A"  C^  -^  2  B  r,  ^ 
A,  B,  .  ,  .  désignant  des  coefficients  constants,  on  aura 

dx 
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En  éliminant  l,  Tj,  Ç,  t,  s  entre  ces  équations  et  (6),  on  aura 


A 

B" 

B' 

G 

àf 
dx 

B" 

A' 

B 

G' 

àf 

ày 

B' 

B 

A" 

G" 

àf 

àz 

G 

G' 

G" 

D 

àf 
dt 

dx 

àf 

ày 

àf 
àz 

àf 
dt 

o 

Telle  est  l'équatioa  de  la  polaire  réciproque  d'une  surface  du 
second  degré.  Si  la  surface  (i)  est  la  sphère 


-r 


^2_^r2  =  o. 


l'équation  de  la  polaire  réciproque  devient 


A 

B" 

B' 

G 

X 

B" 

A' 

B 

G' 

y 

B' 

B 

A" 

G" 

z 

G 

G' 

G" 

D 

t 

X 

y 

z 

t 

o 

On  voit  que  la  polaire  d'une  surface  du  second  degré  est  du 
second  degré.  La  polaire  d'un  plan  est  un  point.  En  général, 
la  surface  polaire  de  cp  =  o  sera  d'un  degré  supérieur  au  degré 
de  cp;  mais  il  est  facile  de  voir  que  ce  degré  est  précisément 
égal  à  la  classe  de  cp.  En  effet,  à  tout  point  d'une  figure  cor- 
respond un  plan  polaire;  si  donc  on  considère  une  droite 
rencontrant  la  surface  cp  =  o  en  m  points,  à  ces  lyi  points 
correspondront  m  plans  tangents  dans  la  surface  polaire, 
passant  par  la  droite  polaire  de  la  droite  proposée;  donc, 
par  une  droite  on  peut  mener  autant  de  plans  tangents  à  une 
surface  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  sa  polaire  réci- 
proque, c.  Q.  F.  D. 

Quand  la  surface /=:o  se  réduit  à  une  sphère  réelle,  il 
existe  un  moyen  géométrique  fort  simple  de  construire  la 
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polaire  réciproque  d'une  surface  donnée.  Soit  M  le  point  de 
contact  de  la  surface  o  et  de  son  plan  tangent  MAB  dont 
nous  représentons  seulement  la  trace  sur  un  grand  cercle  de 
la  sphère;  soient  S  le  sommet  du  cône  circonscrit  suivant  1^ 


Fig.  35. 


cercle  AB  de  la  sphère,  et  OS  la  droite  qui  joint  le  centre  de 
la  sphère  au  sommet  du  cône,  pôle  du  plan  MAB;  S  sera  un 
point  de  la  polaire  réciproque  de  z>  =  o. 

Soit  Pie  point  où  OS  rencontre  le  point  ABM;  on  aura 

OP  X  OS  =  R2, 

R  désignant  le  rayon  de  la  sphère.  Donc  : 

Pour  avoir  le  point  S  de  la  polaire  réciproque  de  o  ^=  o 
correspondant  au  point  M  <f e  cp  =  o^  menez  le  plan  tangent 
en  M  à  (o  =  o  et  du  centre  de  la  sphère  abaissez  une  per- 
pendiculaire OP  sur  le  plan  tangent,  prolongez  cette  per- 
pendiculaire d'une  longueur  OS,  telle  qu'an  ait 

OP  X  OS  =  R2. 

Le  lieu  du  point  P  est  ce  que  l'on  appelle  la  surface  podaire 
de  cp  =  o  par  rapport  au  point  O.  Donc  : 

La  polaire  réciproque  d'une  surface  o  =  O;  par  rapport 
à  une  sphère  de  rayon  R,  est  la  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques  de  la  podaire  de  cette  surface  par 
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rapport  au  centre  de  la  sphère,  et  le  module  de  la  trans- 
formation est  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  (p.  a/jo). 

XXIII.  —  Digression  sur  les  surfaces  apsidales. 

Considérons  une  surface  S.  Par  un  point  fiTie  O,  faisons 
passer  un  plan  P;  il  coupera  S  suivant  une  certaine  courbe  C. 
Soient  OM  une  normale  à  cette  courbe  menée  par  le  point  O, 
M  le  pied  de  cette  normale.  Par  le  point  O,  menons  une 
perpendiculaire  au  plan  P  et,  sur  cette  perpendiculaire,  pre- 
nons 0M'=  OM.  Le  lieu  du  point  M',  quand  on  fait  varier 
le  plan  P,  est  Vapsidale  de  la  surface  S,  relative  au  point  O. 

Soient  X,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M-,  x' ,  y' ,  2' les 
cordonnées  dn  point  M',  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires passant  en  O.  Soient  dx,  dy^  dz  les  composantes  d'un 
déplacement  infiniment  petit  effectué  à  partir  du  point  M  sur 
la  courbe  G;  ^x,  8/,  ^z  les  composantes  d'un  déplacement 
infiniment  petit  effectué  à  partir  du  point  M  sur  la  surface  S, 
mais  perpendiculairement  à  dx,  dy,  dz.  On  aura 

(2)  x' dx -\-y' dy -^  z' dz  —  Q>^ 

(  3  )  X  dx  -^ y  dy  -T-  z  dz  =  o, 

(  5  )  ^jX  dx  -\-  oy  dy  -v-rtz  dz  =  o . 

La  première  de  ces  équations  exprime  que  OM^OM';  la 
seconde  exprime  que  OM'  est  perpendiculaire  à  la  direction 
dx,  dy^  dz  qui  est  située  dans  le  plan  P;  (3)  exprime  que  OM 
est  normale  à  la  courbe  C^  (4)  exprime  que  OM'  est  normale 
à  OM,  qui  passe  par  son  pied  dans  le  plan  P  ;  enfin  (  5  )  exprime 
que  les  directions  dx,  dy,  dz  et  ox^  3/,  oz  sont  perpendicu- 
laires. Quand  le  point  M  décrit  le  chemin  dx,  dy ,  dz,  nous 
supposerons  que  le  point  M'  décrit  le  chemin  dx' ^  dy' ,  dz' ', 


I>FINniE>T    PETITS     DU    I^""    ORDRE    DANS    L'eSPACE.     285 

(juand  le  point  M  décrit  le  chemin  8x,  O)',  8^,  nous  suppose- 
rons que  le  point  M'  décrit  le  chemin  ox' ,  ùy' ^  oz' . 
Les  formules  (i)  et  (4)  donnent,  en  les  différentiant, 

(  6 )  X  dx  'v y  dy  -^  z  dz  r=z  x  dx' -i- y' dy' -j-  ;;' dz' , 

(y)  xlx  -<^  jKiy  -\- zoz   —  x' ox' -v- y' ùy' ^  z' Zz' ^ 

(  8  )  X  dx'  -^ y  dy'  --  z  dz'  :r~^  —  x'  dx  —  y'  dy  —  z'  dz , 

(9)  X  ox'  -\- y  oy'  -h  z  ^z'  =  —  x'ox  — y'^y  —  z'oz; 
en  comparant  (2)  et  (8),  on  a 

(10)  X  dx'  -r- y  dy'  --  z  dz  —  o. 

La  sjmétrie  des  formules  (i),  (2),  (3),  (4)  et  (10)  montre 
que  la  surface  S  peut  se  déduire  de  S'  comme  S'  s'est  déduite 
de  S;  donc  : 

Si  S^  est  l'apsidale  de  S  pa?^  rapport  au  point  O,  S  sera 
aussi  V apsidale  de  S'  par  rapport  au  même  point. 

Les  formules  (2)  et  (3)  donnent 

dx  dy  dz 


y^'~zy-  ^^'-xz' 

^y'-y^' 

(2)  et  (10)  donnent  de  même 

dx                  dr' 

yz'  —  zy'        zx'  —  xz' 

= 

dz' 

^y'~^f^' 

et,  par  conséquent, 

(il)  dx  :  dx'  —  dy  :  dy'  =  dz  :  dz'. 

Les  directions  dx,  dy,  dz  et  dx' ,  dy' ,  dz'  sont  donc  pa- 
rallèles, et,  par  suite,  on  a,  en  vertu  de  (2),  (3),  (5), 

x' dx' -\-  y  dy --   z'dz'=(i, 
X  dx  -—  y  dy'  -T~   z  dz  —  o, 

Sjt  dx'  -7-  Ô1'  dv'  -^ùz  dz  —  o  ; 
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mais  on  a  l'identité 

2,  dx  037  N^ dx'  oa?'  —  ^  dx' dx  ^  o^'  oa? 

^^{dy  dz'~dydz){oy  3^'-  Zz  S/). 

Or^^dxùx  est  nul,  en  vertu  de  (5),  et  dy  dz' — dz  dy'  est 
nul  aussi,  en  vertu  de  (i  i);  donc  il  reste 

\  dx  dx'  2,  °-^  ^^'  —  <^' 

et,  comme  \  <i^  <i^',  en  vertu  de  (i  i),  n'est  pas  nul,  on  a 

Zx  ox'  -T-  oy  oy' ~\-  oz  oz'  =  o. 

La  direction  ox,  oy,  oz  est  donc  perpendiculaire  à  ox' , 
ùf,   oz'. 

On  a  aussi  l'identité 

\  dx  dx'  2,  ^^  ^^'  —  ^  c?^  ô:r  ^  dx' Zx' 
=  ^(dy  Zz  —  dz  oy){dy'Zz'—  dz'ùy')\ 

mais  le  premier  membre  de  cette  identité  est  nul,  comme  on 
vient  de  le  voir;  le  second  l'est  donc  aussi;  donc  les  direc- 
tions dy  ^z  —  dz  S/,  .  .  . ,  et  dy'^z' —  dz'^y' ,  .  .  .  sont  rec- 
tangulaires, ce  qui  montre  que  : 

Les  plans  tangents  en  deux  points  correspondants  de 
deux  surfaces  apsidales  sont  rectangulaires. 

En  s'appuyant  sur  ce  théorème  et  sur  le  dernier  théorème 
du  paragraphe  précédent,  on  voit  facilement  que  : 

La  polaire  réciproque  de  V apsidale  de  la  surface  ^,  par 
rapport  à  une  sphère  ayant  son  centre  en  O,  est  V apsidale 
de  la  polaire  réciproque  de  cette  surface. 

L'apsidale  d'un  plan  est  un  cylindre  de  révolution. 
L'apsidale  d'une  surface  de  révolution  est  de  révolution. 
L'apsidale  d'une  sphère  est  un  tore. 
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Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ces  théo- 
rèmes (Catalan,  Bulletin  de  V Académie  royale  de  Bel- 
gique, 1869). 

Nous  allons  chercher  l'apsidale  de  l'ellipsoïde  par  rapport 
à  son  centre;  cette  surface,  très  importante  en  Optique,  porte 
le  nom  de  surface  des  ondes. 

m 

XXIV.  —  Surfaces  des  ondes  lumineuses. 

Considérons  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

x-^        y-^        z^ 

Coupons-le  par  un  plan  central 

(2)  Ix  -r-  my  -^  nz  ~  iy, 

(3)  /2  -h  ^2  -i-  n2  =  I  ; 

soit  p  l'un  des  axes  de  l'ellipse  déterminée  par  la  section  (2); 
l'enveloppe  du  plan  parallèle  à  cette  section  située  à  la  dis- 

tance  —  de  cette  section  est  ce  que  l'on  appelle  la  surface  des 

ondes  {k  désigne  une  constante). 

Cherchons  l'équation  de  cette  surface  :  l'équation  qui 
donne  p  est  (p.36o,  t.  I) 

/2  7>?2  «2 


I         1  1         I         I         I 

â2~^        p~^        ^~~^ 


La  question  est  alors  ramenée  à  la  suivante  :  Trouver  l'enve- 
loppe du  plan 


(4) 

Ix-^  my  -^r  nz  —  k'^v 

sachant  que 

(5) 

l-L  ^  ra"' -^  n"- =  \ , 

(6) 

y  ^'   -0 

2-a'^-.^-^' 

288  CHAPITRE    IV. 

en  posant,  pour  abréger,    -  =  a,  ^  =  [i,  -  =  y,  -  =  ç.   Pour 

trouver  cette  enveloppe,  il  faudra  éliminer  /,  /n,  n^  v  entre 
ces  équations  (4);  (5),  (6)  et  les  suivantes,  obtenues  en  éga- 
lant à  zéro  les  déterminants  fonctionnels  des  premiers  mem- 
bres de  ces  équations,  à  savoir 


(7)     (mz  —  ny)v  7  -— — -  =  mnk^  I  yrz ; :, 


p- 


( 8 )     (nx  —  lz)vy ^  -,        ,,.   =  nlk^  (  — —  )  1 

(0)     (  iy  —  mx)v  7   ■ — — -r    =  Imk'^  (  — r  —  k^ ;  )  • 

\J)     \  J  I    ^(^a2— (;2y2  X^^t  ^  çi         ^i  ^  ^i  j 

Si  l'on  élève  ces  équations  au  carré  et  si  on  les  ajoute  en 
posant  R2  ===  x-  +JK-  4-  Z'-,  on  trouve 

^        n         _  k^ 

En  multipliant  (8)  par  —  -^  et  (9)  par  j^^  et  en  ajoutant  ces 
équations  avec  (6),  on  a 

^  W-         ^(a2— ç^2^2   -   r^l  —  v''' 

d'où  l'on  tire,  en  vertu  de  (10), 

(  //v2  V  —  T)k-     _  T  ^ 

et,  par  suite, 

A-  A-2.r 


a2_t;2        A4a2  — R2 

Multipliant  cette  équation  par  x  etajoutant  avec  ses  analogues, 
on  trouve 

2lx  \^       k^-x- 
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d'un  autre  côté,  de  (i  i)  on  tire,  en  multipliant  par  hx  et  en 
ajoutant  cette  équation  avec  ses  analogues, 

(12)  devient  alors 

ip2  j2  22 


R2_/,.4a2  R2_A-V[32  K2_/:'..^2 

En  posant 

cette  équation  devient 


ip2+j2_^^2—  A2  a72-t-j2_j_  ^2__  132  ^2_^^2^^2_G2 

OU  bien  "* 

/     (  ;r2  +  j2  _|_  ^2  )  (  A2  372  +  B272  _|_  C2  ^2  ) 
(l3)  I  —  [A2(B2+G2)^2+B2(A24-C2)72 

(  +G2(A2  +  B2)z2]  +  A2B2G-2  =  o. 

Cette  surface  possède  seize  points  singuliers  dont  quatre  sont 
réels  et  ont  pour  coordonnées  (  A  >>  B  >>  C) 


X  =  zh  C 


y   A2-G2'         "~-"^V/  A2-G2^ 


les  points  imaginaires  ont  des  coordonnées  qui  se  déduisent 
de  celles-ci  par  des  permutations  tournantes;  enfin  quatre 
autres  points  situés  sur  le  plan  de  l'infini  appartiennent  à  la 
fois  à  un  cercle  et  à  une  ellipse. 


XXV.  —  Nouveau  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  envisager 
la  surface  des  ondes. 


Si,  par  le  centre  de  U ellipsoïde  considéré  au  paragraphe 
précédent,   on   mène    une    section  plane,    puis   que    Von 
élève  par  le  centre  de  V ellipsoïde  une  perpendiculaire  à 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  19 
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cette  section  égale  à  Vun  des  axes  de  la  section,  le  lieu  des 
extrémités  de  la  droite  ainsi  menée  sera  la  surface  des 
ondes. 

En  efTet,  en  conservant  les  notations  du  paragraphe  précé- 
dent, les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  seront  données 
par  les  équations 

(i)  x^=lOj        y  =  niçj^         z  = /ip; 

pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  faut  éliminer  /,  m,  /2,  p  entre 
ces  équations,  l'équation  aux  axes  de  la  section,  à  savoir 


(^) 

— 

1 

I 

6^ 

— 

I 

r 

etl' 

équation 

(3) 

/2 

-h 

m  2 

~ 

Or  on  tire  de 

(0 

et 

{?: 

0 

en  portant  ces  valeurs  dans  (2),  on  a 

.^2  }'2  ^2 

^2  _|_  y2  _|_   --2  j^l  _|_  y-2  _u    -i  x'^  +  r2  _4_    -2  ' 

Il I I  ^ I 

a2  62  C2 

et,  en  chassant  les  dénominateurs,  puis  en  supprimant  le  fac- 
teur commun  x-  +J'"  +  ^"1 

f    (^2_^^2_|_^2)(«2^2_^^2^2_|_c2^2) 
(4)  I  —  [«2(^,2_+_c2)x2H-  ^>2(«2_i_c2)j2  +  c2(a2+62)^2] 

(  +  a^b^C'  —  o. 

Cette  équation  ne  diffère  de  l'équation  (i3)  du  paragraphe 
précédent  que  parce  que  A,  B,  G  y  sont  remplacés  par  «,  b,  c. 
Si  l'on  voulait  que  la  surface  (4)  fût  identique  à  la  surface  (i3) 
du  paragraphe  précédent,  il  faudrait  la  faire  dériver  d'un  ellip- 

A"2       A"2      A"2 

soïde  ayant  pour  demi-axes  non  plus  a,  6,  c,  mais  —  >  7-'  —  • 
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Il  est  facile  de  voir  que  les  deux  surfaces  de  l'onde  ainsi 
obtenues  sont  polaires  réciproques  l'une  de  Tautre  par  rap- 
port à  une  sphère  concentrique  et  de  rayon  k.  En  effet,  la 
première  surface  des  ondes  est  l'enveloppe  d'un  plan  P  situé 

à  la  distance  o  =  —  du  centre  de  l'ellipsoïde  (i)  du  para- 
graphe précédent  que  j'appellerai  E;  la  seconde  surface  a  ses 
points  sur  la  droite  le  long  de  laquelle  on  compte  la  distance 
ù' ^  p  du  centre  de  l'ellipsoïde  E.  On  a  donc  âo'=:  A-;  cette 
relation  détermine  précisément  les  points  de  la  polaire  réci- 
proque de  la  première  surface  par  rapport  à  la  sphère  de 
rayon  un. 

Donc  la  surface  des  ondes  qui  est  du  cjuatrième  degré 
est  aussi  de  la  quatrième  classe  et  il  est  facile  d'obtenir 
sa  polaire  réciproque. 

Un  mot  encore  sur  la  surface  des  ondes  :  si  l'on  fait 

(5)  x^-^y''--\-z^-  =  \^ 

«2(62-4-  C2)^2  _^  62(c2  +  a2)j2  _i_  ^2(^2  +  ^2)^2  =  X  ,j,  _[_  «2^2  ^2  ^ 

l'équation  (4)  est  satisfaite;  on  peut  donc  exprimer  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  surface  des  ondes  au 
moyen  de  \  et  [jl.  En  résolvant  les  équations  précédentes  et  en 
posant 

on  trouve 


^--^—   (  X  -  «2)2  (  ,^  _  ^,2  ^2)} 


z=\^  — ^—  ( X  -  c2)2  (  ;.  _  0-2 a2;^; 
on  peut  constater  que   X  IT  TT  ^^  ^'  ^^  4^^  prouve  que  les 
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courbes  d'intersection  de  la  surface  des  ondes  avec  les  sur- 
faces (5)  et  (6),  où  1  et  |JL  sont  constants,  se  rencontrent  à 
angle  droit. 

XXVI.  —  Surface  apsidale  de  l'ellipsoïde. 

L'analyse  du  paragraphe  précédent  montre  que  la  surface 

des  ondes  est  une  apsidale  d'ellipsoïde  relative  à  son  centre. 

Cherchons  directement  la  surface  apsidale  de  l'ellipsoïde 

^2        ^2       ^2 

(■)  ^  +  ii  +  e^=' 

par  rapport  à  son  centre;  entre  les  coordonnées  x^  y,  z  d'un 
point  de  l'ellipsoïde  et  les  coordonnées  du  point  correspon- 
dant ûo'^y,  z'  de  l'apsidale,  on  a  alors  les  relations  (p.  284) 

(  1  )  xx'  -H  yy'  -I-  zz  =  o, 

(3)  x'^ -h y'^  +  z'-^  =  x^ -^ y^ -h  z^ 

et,  en  exprimant  que  la  normale  à  l'ellipsoïde  est  dans  le  plan 
qui  contient  l'origine  et  les  points  x,  y,  z  et  x\  y\  z'\ 

{yz'—zy')  ^2  +  {^x'—  ocz')  ^^  +  ^xy'—yx')  ^  ==  i  • 

Cette  équation  peut  s'écrire 

(4)  ^>^(^  -  ~)+y^^{~  -  i)+^'^/(^  -  p)  =  ■• 

Si  entre  (i),  (2),  (3),  (4)  on  élimine  ^,  jr,  ^,  on  aura  l'équa- 
tion de  l'apsidale.  Si  l'on  fait 

/•2  =,  x^  -f- j2  _|_  ^2  =  ^.'2  _^y2  ^  ^'2^ 

(2)  et  (4)  donneront 

n'^x'  b^-y'  c^z' 

x{r^—  u^)  ~  y{r-  —  62)  ~"  z(r2— c2) 

a'-x'-i  b^~y''-  c^z"-   \     ,       , 
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donc,  en  verlu  de  (2),  on  a 

a'^x"^  b^y"^  c^-z'^-     _ 


r2  —  «2         ^2  _  ^2         ^2  _  cl 

c'est  l'équation  de  l'apsidale  cherchée  et  l'on  reconnaît  une 
surface  des  ondes. 


XXVII.  —  Sur  les  enveloppes  des  courbes  gauches. 

Deux  équations  de  la  forme 

cp(a7,  j,  ^,  a)  =  0,         '^{x,y,  z,  a)  =  o 

représentent  ce  que  l'on  appelle  wnç,  famille  de  courbes  dans 
l'espace.  Chaque  valeur  de  a  fournit  une  courbe  particulière; 
mais,  en  général,  une  courbe  quelconque, 

(1)  o{x,y,  z,  a)  =  o,         ^{x,  y,  z,  a)  =  o, 

ne  coupera  pas  la  courbe  infiniment  voisine 

{'i)         o{x, y^  z,  a-h  S.a)  =  o^         ^{x,  y,  z,  a -^  S,a)  —  o, 

de  sorte  qu'il  n'existera  plus,  comme  en  Géométrie  plane,  de 
lieu  cV intersections  successives. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si,  en  bornant  les  approximations  au 
premier  ordre,  c'est-à-dire  en  remplaçant  les  équations  (2) 
par 

(3)  o-\-^da  —  o,         ti>  +  -- o^a  =  o, 

^        da  '        da 

les  courbes  (i)  et  (3)  se  coupent,  le  lieu  de  leurs  intersec- 
tions portera  le  nom  à^ enveloppe.  Pour  qu'il  y  ait,  à  cet  ordre 
d'approximation  près,  intersection,  il  faut  que  les  formules 
(t)  et  (3)  soient  compatibles  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que 
les  suivantes  le  soient 

(4)  ?  =  o,        't^  ==  o>        V- =  o,        --i=o; 

da  ùa 
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en  éliminant  x^  i',  z  entre  ces  équations,  on  devra  donc  avoir 
une  équation  identique  (quel  que  soit  a). 

Supposons  cette  condition  remplie;  l'élimination  de  a 
entre  les  trois  équations  auxquelles  se  réduit  le  système  (4) 
fournira  ce  que  l'on  appelle  \ enveloppe  des  courbes  consi- 
dérées. 

L'enveloppe  est  tangente  à  toutes  les  courbes  de  la  famille  ; 
en  effet,  les  équations  cp  =  o,  6  =  0  peuvent  être  censées 
représenter  l'enveloppe,  si  l'on  y  considère  a  comme  tiré  de 

l'une  des   équations  équivalentes  --  =0,     '-  =0;  et  il  est 

facile  de  voir  que  -^  et  -^  ont  les  mêmes  valeurs,  que  a  soit 
^       dz       dz  '    ï 

constant  ou  donné  par  les  formules  -^  =  o  ou  — '  =  o. 

Réciproquement,  si  les  courbes  (i)  sont  tangenles  à  une 
même  courbe,  cette  courbe  peut  être  considérée  comme  leur 
enveloppe.  En  effet,  soit 

le  lieu  des  courbes  données,  la  courbe  tangente  doit  les  ren- 
contrer toutes,  et  le  lieu  des  points  de  contact  est  sur  F  =  o  ; 
on  peut  donc  le  représenter  par  F  r^  o  et  par  une  équation 

telle  que 

0(x,  j-,  z,  a)  =  o, 

appartenant  aussi  aux  courbes  de  la  famille;  seulement,  pour 
la  courbe  tangente,  a  sera  une  fonction  convenablement 
choisie  de  œ^  y,  z.  Or,  pour  que  les  dx^  dj'^  dz  soient  les 

mêmes,  que  a  soit  variable  ou  constant,  il  faut  que  —  =  o; 

la  valeur  de  a  fournie  par  cette  équation  est  celle  qui  convient 
à  l'enveloppe.  Comme  application,  cherchons  la  condition 
pour  que  la  droite 

(1)  x=az-^p,         y^-hz^q 

touche  une  courbe.  Il  faut  que  les  équations 

Q  T=  z  da  -^  dp^  Ç)  —  z  dh  -\-  dq 
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soient  compatibles  avec  les  proposées,  ou  que 

da  dq  —  dh  dp  ^^  o. 

On  pourrait  trouver  cette  condition  en  identifiant  les  équa- 
tions (i)  avec  les  suivantes 

X  —  t'  _  y  —  r'  _  z  —  z' 
dx  dy'  dz' 

ou 

,  dx' 

X  =  X  -^{Z^  z)   -j-^,  -'y 

dz 

qui  sont  celles  d'une  tangente  à  une  courbe  au  point  (.x\y,  z'); 
alorson  aurait 

dx'  j        dy'  ,         ,  dx'  ,        ,  dy' 

OU,  en  éliminant  dx' ,  dy\  dz' ^ 

p  =  x' — az'^  ^  ~ y — ^^\ 

dp  ~  dx'  —  a  dz'  —  z  da,  dq  =  dy'  —  b  dz'  —  z'  db. 

Donc 

dp  db  —  dq  da  =  dx' db  —  dy' da  —  (a  db  —  b'da) dz' 

=  dz' (a  db  —  b  da)  —  (a  db  — b  da) dz' , 
ou  enfin 

dp  db  —  dq  da  =  o. 

Une    méthode   analogue   permettrait    d'exprimer    qu'une 
courbe  mobile  touche  sans  cesse  une  courbe  fixe. 


XXVIII.  —  Remarque  sur  les  enveloppes  de  courbes. 
Si  l'on  considère  la  surface  représentée  par  l'équation 

et  les  surfaces  représentées  par  les  deux  équations 

(5)  tD{x,y,  z)  =  o,         <l(x,y,  z)=^o, 
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cliaciine  des  surfaces  (2)  coupera  (i)  suivant  une  courbe,  et 
ces  deux  courbes  tracées  sur  la  surface  (i)  se  rencontrent 
aux  points  réels  ou  imaginaires  dont  les  coordonnées  sont  les 
solutions  communes  à  (i)  et  (2).  Si,  pour  fixer  les  idées^  on 
suppose  les  équations  (i)  et  (2)  algébriques,  on  sera  tenté  de 
dire  que  deux  courbes  algébriques  tracées  sur  une  même  sur- 
face se  rencontrent  toujours  en  un  nombre  fini  de  points; 
et  qu'en  général  deux  courbes  quelconques  tracées  sur  une 
même  surface  se  rencontrent,  pourvu  que  leurs  équations  ne 
présentent  pas  quelque  singularité  introduite  pour  ainsi  dire 
tout  exprès  pour  faire  tomber  notre  conclusion  en  défaut. 

S'il  en  était  ainsi  du  reste,  comme  deux  courbes  quelcon- 
ques peuvent  toujours  être  censées  appartenir  à  une  même 
surface,  il  en  résulterait  que  deux  courbes  quelconques  se 
coupent  ordinairement,  et,  pour  parler  avec  plus  de  précision, 
que  deux  courbes  algébriques  se  coupent  toujours,  ce  que 
l'on  sait  être  faux. 

Il  y  a  là  un  paradoxe  qu'il  faut  chercher  à  expliquer;  et 
d'abord,  il  est  incontestable  que  les  courbes  algébriques 
représentées  par  les  équations  (i)  et  (2)  se  coupent  au  sens 
analytique  du  mot  et  que  si  les  équations  en  question  sont 
du  degré  m,  /i,  /?,  le  nombre  des  intersections  sera  jnnp. 

Prenons  maintenant  deux  courbes  algébriques  quelconques 
représentées  par  les  équations 


(3) 
et 


Oi(^,  7,  z)  =  o 


(4)  p(.'^,r,^)  =  o, 

Il  y  a  toujours,  avons-nous  dit,  une  surface  contenant  ces 
deux  courbes,  par  exemple  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion 

(5)  OnT  +  OiTîTi  =  o         ou         F  =  o, 

et  il  est  clair  qu'il  y  en  aurait  une  infinité  d'autres.  Le  rai- 
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sonnement  en  vertu  duquel  on  conclurait  que  les  courbes  (3) 
et  (4)  se  rencontrent  consisterait  à  admettre  que  l'équation 
F  =  o  peut  remplacer  l'une  des  équations  (3)  ou  (4)  et  que 
nos  courbes  peuvent  être  représentées  par  les  équations 

(0)  F=:o,      e=o 

et 

(;)  F  =  o,  757  =  o. 

Les  courbes  représentées  par  les  équations  (6)  et  (7)  se  ren- 
contrent bien  effectivement  (au  sens  analytique  du  mot); 
mais  elles  ne  sont  pas  identiques  aux  courbes  représentées 
par  les  équations  (3)  et  (4)  :  cette  digression,  peut-être  un 
peu  naïve,  était,  je  crois,  nécessaire  à  l'intelligence  de  ce  qui 
va  suivre. 

ÎVous  avons  vu  que,  pour  trouver  l'enveloppe  de  courbes 
représentées  par 


(8)                     o(x,y,z,a)  =  o, 

^(^,J, 

il  fallait  poser 

(»)                                        S=o- 

en  supposant  ces  équations  compatibles,  l'élimination  de  a 
fournit  l'enveloppe.  Pour  faire  le  calcul,  on  pourrait  être 
tenté  d'éliminer  a  entre  les  équations  (8),  ce  qui  donnerait  la 
résultante 

(10)  F(a7,7,  z)  =  o 

et  de  remplacer  le  système  (8)  par  le  système 

(11)  çp  =0,         F  =0; 

alors  l'enveloppe  serait  représentée  par  la  résultante  de  (i  i) 
et  de 

da  ' 
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et  elle  existerait  toujours,  puisque  -  -  =  o   est  une  identité. 

Effectivement,  la  courbe  représentée  par  les  équations  (i  i) 
a  une  enveloppe,  mais  elle  n'est  pas  identique  à  la  courbe 
représentée  par  les  équations  (8).  La  courbe  (8)  et  la  courbe 
voisine 

cp(.r,  y,  z,  a  -h  Aa)  —  o,         '^(•^,  y,  ^,  a  -h  Art.)  —  o 

sont  bien  sur  la  même  surface  F  r=  o,  mais  elles  ne  se  ren- 
contrent pas  pour  cela,  parce  qu'elles  ne  sont  pas  identiques 
aux  courbes  représentées  par 

o{x,y,  z,  a;  =  o,         F  ^o 
et 

o{x,  y,  jz,  a  -[-  ^a)  —  o,         F  —  o.  ' 

Il  va  sans  dire  que,  pour  trouver  l'enveloppe  d'une  famille 
de  courbes,  il  ne  faudrait  pas  non  plus  résoudre  leurs  équa- 
tions par  rapport  au  paramètre  qu'elles  contiennent. 

En  général,  il  faudra  éviter  de  faire  subir  aux  équations 
des  courbes  enveloppées  une  transformation  pouvant  modi- 
fier la  nature  de  ces  courbes. 


XXIX.  —  Des  surfaces  développables. 

Les  surfaces  enveloppes  d'un  plan  mobile  portent  le  nom 
de  surfaces  développables  pour  une  raison  que  nous  expo- 
serons plus  loin;  de  toutes  les  surfaces  enveloppes  ce  sont 
les  plus  remarquables.  La  théorie  générale  des  enveloppes 
prouve  que  : 

i"  Les  surfaces  développables  sont  réglées,  c^ est-à-dire 
sont  engendrées  par  le  mouvement  d'une  droite  (généra.- 
trice). 

Cette  génératrice  est  la  caractéristique  du  plan  mobile. 

2"  Le  plan  tangent  touclie  la  surface  tout  le  long  d'une 
génératrice  ou  caractéristique,  et  par  conséquent  il  n'y  a 
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quhin  seul  et  même  plan  tangent  pour  tous  les  points  dUtne 
même  génératrice. 

3°  Les  génératrices  touchent  toutes  une  même  courbe 
appelée  arête  de  rehroussement. 

Les  génératrices  d'une  surface  développable  se  rencontrent, 
au  moins  quand  on  se  borne  à  considérerles  termes  du  premier 
ordre,  mais  ceci  a  l)esoin  d'être  éclairci  par  quelques  déve- 
loppements. 

La  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  voisines,  tan- 
gentes à  l'arête  de  rebroussement,  est  moindre  que  la  distance 
du  point  de  contact  de  l'une  à  la  seconde;  or  cette  distance 
est  du  second  ordre;  donc  la  plus  courte  distance  de  deux 
génératrices  est  du  second  ordre,  au  moins,  par  rapport  à 
l'arc  de  l'arête  de  rebroussement  ou  par  rapport  au  paramètre 
qui  entre  dans  l'équation  d'une  génératrice.  Nous  allons 
prouver  que  cette  distance  est  du  troisième  ordre.  Cela 
résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorilme  de  Bouquet.  —  Si  la  plus  courte  distance 
de  deux  droites  contenant  dans  leurs  équations  un  para- 
mètre variable  est  d'ordre  supérieur  au  premier,  elle  est 
au  moins  du  troisième. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  considérons  une  droite 
mobile 

(  1  )  X  —  az  -^ p^         y  =z  Ij z  -'-  q 

contenant  dans  son  équation  un  seul  paramètre  variable. 
Soit 

(2)  :r  —  (a  +  Aa);; -J-/) -i- A/>,  y  =  {b -h  \b)z -^  q -^  \q 

l'équation    d'une   droite  infiniment  voisine;   la  plus   courte 
distance  h  des  droites  (i)  et  (2)  est  donnée  par  la  formule 

(3)  /.  _  Ag  A^  —  A^>  A/? 


/Aa2  +  A62  -4-  (  a  Aè  —  6  Aa  )2 
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Or,  aux  termes  du  tioisième  ordre  près,  on  a 

Aa  —-  da  -{-  ^  d^a  -h. .  . , 
A6  —  db  -\-  \ d'^b  -    .  .  . . 


La  formule  (3)  donne  alors,  en  négligeant  les  termes  du  troi- 
sième ordre, 

_  ( da dq  —  db  dp)-V-  ^{d'^adq  -^-  dad'^q  —  d'^bdp  —  dbd'^p) 
yjda-  +  db^  -^  {adb  —  bday 

Si  h  est  d'ordre  supérieur  au  premier,  dadq  —  dhdp  est  nul  ; 
or  le  second  groupe  écrit  entre  parenthèses  au  numérateur  de 
Il  est  la  différentielle  du  premier  dadq  —  dbdp  :  il  est  donc 
nul  en  même  temps  que  le  premier,  et  h  est  d'ordre  supé- 
rieur au  second. 

Dans  les  cônes,  qui  sont  les  enveloppes  d'un  plan  mobile 
passant  par  un  point  fixe,  les  génératrices  se  rencontrent 
rigoureusement  au  sommet  cjui  est  l'arête  de  rebroussement 
de  la  surface;   dans  les  cylindres,   cette  arête  est  à  l'infini. 

Réciproquement,  si  la  plus  courte  distance  de  deux  géné- 
ratrices d'une  surface  réglée  est  d'ordre  supérieur  au  premier, 
ces  génératrices  seront  tangentes  à  une  même  courbe  ;  en  effet, 
on  pourra  identifier  les  équations  (i)  avec  celles  d'une  tan- 
gente à  une  courbe 


dx  ,„ 

-), 

-~r-L<- 

ation  donne 

dx 
dz 

P 

dx 

=  X  —  Z    -y-, 

dz 

-g' 

q 

dv 

-y-'tz 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  qu'il  existe 


dx 


entre  elles  une  équation  de  condition  indépendante  de  ^ 


dy     ,..     .         ^  dx       dv 

'  -'-"----"^  "*     ^  j  un  a 

y  —  bz 


et  ~\  éliminant  -7-  et  -f-5  on  a 
dz  dz       dz 
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OU 

dp  =  dx  —  adz  —  z da,         dq  =  dy  —  b  dz  —  z  db 

et,  en  observant  que  dx  =  adz,  dy  =  bdz, 

dp  =  —  zda,         dq  —  —  z  db 
el,  par  suite, 

dp  db  —  da  dq  =  o. 

C'est  la  condition  pour  que  la  distance  de  deux  génératrices 
soit  d'ordre  supérieur  au  premier. 

On  peut  arriver  autrement  à  ce  résultat  et  trouver  directe- 
ment la  condition  pour  que  la  droite 

x  =  az-^p,         y=.bz-i-q 

ait  une  enveloppe  ou  pour  qu'elle  soit  tangente  à  une  courbe 
à  double  courbure.  En  efl'et,  d'après  la  théorie  des  courbes 
enveloppes,  il  faudra  que  les  équations 

o  =  zda  ^  dp,         o  =  zdb  -\-  dq 

soient  compatibles  avec  les  précédentes,  ce  qui  donne  encore 

la  relation 

dp  db  —  da  dq  =  o. 

Réciproquement,  le  lieu  des  tangentes  à  une  courbe  gauche 
est  une  surface  développable.  Nous  verrons  plus  loin  une 
démonstration  analytique  de  ce  fait;  bornons-nous  pour  le 
moment  à  faire  observer  que  le  plan  passant  par  une  tangente 
parallèlement  à  la  tangente  voisine  est  partout  à  une  distance 
du  second  ordre  de  cette  génératrice  et  par  suite  touche  le 
lieu  des  tangentes  tout  le  long  de  l'une  d'elles,  et  qu'il  ne 
contient  par  suite  qu'un  seul  paramètre  variable. 

La  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  d'une  sur- 
face développable  ne  peut  jamais  être  d'un  ordre  supérieur 
au  troisième  (nous  entendons  par  là  qu'elle  ne  peut  pas 
rester  de  cet  ordre);  en  effet,  pour  que  cette  distance 
fut  du  quatrième  ordre,  il  faudrait  que,   dans  l'expression 
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de  ù^a  ^q  —  A6A/?,  les  termes  du  quatrième  ordre  fussent 
nuls,  ou  que  l'on  eût,  outre  les  relations 

(a)  da  clq  —  clb  dp  =  o , 

(6)  dad^-q  -^  d'^a  dq  —  db  d^p  —  d-b  dp  —  <>, 

la  suivante  : 


ic) 


\{dadiq  —  dbd^p) 

-\-  \{d'^ad^q  — d^-bd-p)    h  J  {dq  d^ a  —  dp  d^b)  —  o 


Or,  en  différentiant  (/>),  on  a 

da  d^  q  -~  d^  a  dq  —  db  d^p  —  d-^  b  dp  -\-  -id-a  d'^q  —  id^b  d^p  =  o  ; 

en  vertu  de  cette  relation,  (c)  devient 

{d)  d^-ad^q  —  d'-b  d^'p  ^  O] 

or,  en  différentiant  les  équations 

X  =  az  -\-p,         y  =  bz  ^  q, 
on  a 

dx  =z  a  dz  -T-  z  da  4-  dp,         dy  =■  b  dz  -\-  z  db  +  dq  ; 

mais  dx  ^=^  adz,  dy  =  bdz,  car  la  droite  mobile  est  tangente 
au  lieu  des  points  x,y,  z;  il  en  résulte 

z  da  --  dp  —  o,         z  db  -^  dq  =  o 

et,  en  différentiant, 

z  d~ a  -^  da  dz  -\-  d'^p  =  o,         z  d'^b  -\-  db  dz  -\-  d-q  =  o. 

En  éliminant  ^,  il  vient 

{da  d^b  —  db  d- a)dz  -r-  d-p  d-b  —  d'^q  d^a  =  o. 

En  général,- <i^  n'est  pas  nul  (s'il  l'était,  z  serait  constant  et 
le  lieu  des  points  x^y,  z  serait  alors  une  courbe  plane);  si 
l'on  a  alors  égard  à  la  formule  (<:/),  on  a 

{e)  da  d-b  —  db  d^a  =  o 
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OU  bien 

d'^a  _  (Ph 

da  db 

OU 

c/ log  t/a  =  <i  lo  g  c/6 . 
On  en  conclut,  en  appelant  k  une  constante, 

da  -^  k  db 

et,  par  suite, 

a  =  kb  -^  k\ 

, ,    T  ,    .  , ,  d.r      j  dy 

k   desif^nant  une  nouvelle  constante;  or  a  =  -y-?  6>  =^  -;~  5 
^  ^  dz  dz 

donc 

dx  —  k  dy  -^  k  dz  ; 

on  en  conclut,  en  appelant  M'  une  nouvelle  constante, 

x^ky^l^z-^]^', 

ce  qui  prouve  que  la  courbe  lieu  des  points  x^y^z  est  plane, 
et  par  suite  la  distance  de  deux  tangentes  est  rigoureusement 
nulle  ^  cette  distance  ne  peut  donc  être  qu'accidentellement 
d'ordre  supérieur  au  troisième. 

XXX.  —  Équation  différentielle  des  surfaces  développables. 

Une  surface  développable  peut  être  représentée  par  l'équa- 
tion d'une  enveloppée  (plan  quelconque  dont  les  coefficients 
/?,  ^,  B  sont  fonctions  d'un  même  paramètre  a) 

(0  z=px-\-qy  -^^, 

et  par  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  a 

(2)  o  — /j'j? -i- ^'/ H- 0'. 

Les  formules  (i)  et  (2)  représentent  une  génératrice  rectiligne 
(caractéristique)  ou  la  surface,  à  volonté,  suivant  que  a  est 
constant  ou  variable.  L'arête  de  rebroussement  est  fournie 

par  (i)  et  (2)  et  la  dérivée  de  (2) 

(3)  o=p" X -\- q"y  ^^)". 
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On  remarque  d'abord  que,  /?,  ^  et  9  étant  fonctions  d'un 
même  paramètre,  q  est  fonction  de/?;  soit 

(4)  q  =  ^(p)- 

On  a  d'ailleurs 

dz  dz 

^         ùx  ày 

car  (i)  est  l'équation  d'un  plan  tangent.  On  peut  le  constater 
en  différentiant  (i)  par  rapport  à  ^,  en  y  regardant  a  comme 
fonction  de  ^  etjK  déduite  de  (2);  on  a  alors 

dz  ,    ,  ,  „,,  cZa 

j^^p-^^po^  +  iy  +  ^a^^ 

OU,  en  vertu  de  (2), 

dz 
dx=P- 

Le  caractère  fondamental  des  surfaces  développables,  ce 
qui  en  fait  précisément  des  surfaces  exceptionnelles,  c'est  que 
le  plan  tangent  renferme  un  seul  paramètre  variable  et  que 
ce  plan  ne  peut  être  assujetti  qu'à  une  seule  condition,  telle 
que  de  passer  par  un  point.  Dans  la  sphère  qui  n'est  pas 
développable,  le  plan  tangent  peut  être  assujetti  à  deux  con- 
ditions :  ainsi  l'on  peut  mener  à  cette  surface  un  plan  tangenl 
passant  par  deux  points  donnés. 

On  peut  d'ailleurs  prouver  que,  s'il  existe  entre/?  et  q  une 
relation 

9  =  ?(/?)? 

la  surface  représentée  par  cette  équation  différentielle  est 
développable.  En  effet,  le  plan  tangent  à  la  surface  en  x,  y,  z 

Çi-x)p  +  {Y-y)q  =  Z-z 
ou 

Z=:/?X  +  ^Y-l-0, 

en  posant,  poi:r  abréger, 

0  =  2  — px  —  gy. 
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Il  est  facile  de  prouver  que  ô  est  une  fonction  de p  seul;  en 
effet,  en  observant  que  dz  est  égal  k  pdœ  -+-  qdy^  on  a 


dx  ~  ' 

dp 

dx 

dq 

ày~ 

dp 

ây 

^dy 

Si  l'on  forme  le  déterminant  ,;        ;  ?  on  trouve 

d(x,y) 


'dq  dp 

dq  dp' 

dx  df 

df  dx, 

d(q, 
•^   d{x, 

P) 

7)' 

—y 

ou 


c'est-à-dire  zéro,  puisque,  q  étant  fonction  de  /?,  }  doit 

être  nul.  Ainsi  donc,  si  la  relation  q  =  ^(p)  est  satisfaite,  le 
plan  tangent  ne  contiendra  qu'un  seul  paramètre  variable 
dans  son  équation.  La  surface  en  question  est  donc  l'enve- 
loppe d'un  plan  qui  ne  contient  qu'un  seul  paramètre  variable  ; 
par  suite  elle  est  développable.  Ainsi,  en  résumé  : 

Pour  que  le  plan  tangent  à  une  surface  renferme  deux 
paramètres  variables  ou  pour  que  la  condition  d^étre 
tangent  à  une  surface  soit  simple  pour  un  plan,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  surface  ne  soit  pas  développable,  ou 
cjuHl  n'existe  pas  de  relation  entre  p  et  q. 

La  relation  q  =  '^{p)  est  parfois  remplacée  par  une  autre 
plus  facile  à  vérifier.  Voici  comment  on  l'obtient  : 

Quand  deux  fonctions  />  et  ^  de  ^  et  dejK  sont  fonctions 
l'une  de  l'autre,  leur  déterminant  fonctionnel  est  nul;  et, 
réciproquement,  si  leur  déterminant  est  nul, />  et  q  sont  liés 
par  une  relation  telle  que  q  =  '^(p)  5  posons 

dp  d-z  dp        dq  d'^  z 


dx        dx°^  dy        dx        dxdy 

^^dq^^d^^ 
dy        ~dy^ 


L.  —  Traité  d'Analyse,  II. 
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Le  délerminanl  de/»  et  ^  sera 


r     s 

s     t 


rt  —  52 


et,  par  suite,  les  deux  relations 

q  =  o(p), 

OÙ  cp  est  indéterminé,  et 

(5)  rt— 8-^  =  0 

seront  équivalentes;  cette  relation  (5)  appartient  donc  exclu- 
sivement aux  surfaces  développables. 

Théorème.  —  Le  lieu  des  tangentes  à  une  couî'be  à  double 
courbure  est  une  surface  développable. 

Soient,  en  effet,  a,  j^,  y  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
courbe  à  double  courbure;  si  l'on  désigne  les  dérivées  prises 
par  rapport  à  y  au  mojen  d'accents,  les  équations  de  la  tan- 
gente à  la  courbe  considérée  au  point  (a,  p,  y)  seront 


(I) 


Si  l'on  suppose  a  et  ^  exprimés  en  fonction  de  y  au  moyen 
des  équations  de  la  courbe,  l'élimination  de  y  fera  connaître 
l'équation  du  lieu  des  tangentes.  Or  ces  équations  (i),  prises 
simultanément,  peuvent  être  censées  représenter  le  lieu  des 
tangentes,  et,  en  considérant  v  comme  une  fonction  de  x^y^  z 
définie  par  l'une  d'elles,  on  pourra  différentier  ces  équations 
par  rapport  à  :r  et  à  j^,  ce  qui  donnera 


a 

dx 

-ha"(^- 

-V.?,-:- 

^n'{p- 

dx 

a 

dy- 

-f-a"(^- 

-<- 

-y.'(q- 

ày 

P 

dx' 

-^^"{z- 

-^'è- 

-^'{p- 

ày 
àx 

^ 

ày' 

i-^"{z- 

^    ày 

-P'(^- 

ày 
ày 
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de  ces  équations  on  lire 


11     CilllllllC 

l'on  a 


1  1  on  elimme  -~et-^j  z  —  y  s  elimme  en  même  temps,  et 


P-^^ 


a'!3"4-P'a'" 


p  et  q  sont  donc  fonctions  de  y  seul,  c'est-à-dire  qu'ils  sont 
fonctions  l'un  de  l'autre;  la  relation 

caractéristique  des  surfaces  développables,  est  donc  satisfaite. 

Ainsi,  en  résumé,  nous  avons  deux  modes  de  génération 
des  surfaces  développables  : 

1^  Par  enveloppe  d'un  plan  mobile; 

2"  Par  le  mouvement  d'une  droite  qui  reste  tangente 
à  une  courbe  ou,  ce  cjui  revient  au  même,  qui  se  meut 
de  telle  sorte  que  sa  plus  courte  distance  avec  la  droite 
voisine  soit  du  troisième  ordre. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  constater  que  la  plus  courte  dis- 
tance de  deux  tangentes  d'une  courbe  à  double  courbure  est 
du  troisième  ordre,  car  la  relation 

da  d^  —  dbdoL  =  o 

est  satisfaite  en  remplaçant  a  par  a.',  b  par  [i'^  a  par  a  —  ya' 
etpparp  — yp'. 

Mais  il  faut  remarquer  que  la  distance  d'un  point  de  la 
courbe  à  la  tangente  menée  par  le  point  voisin  n'est  que  du 
second  ordre  :  si  l'on  cherche,  en  effet,  la  distance  h  du  point 
X  -i-  A^,  y  4-  A/,  ^  4-  As  à  la  droite 

X—x _ Y— 7       Z—z 

dx      ~      dy  dz 
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on  trouve 

^  _  {dz^y  —  dyt^z)'^  -f-  {dxLz  —  dz  t^xy -^  {dy  ^x  —  dx^yf-  ^ 
~  "^  dx^  +  dy^  -+-  dz'^  ' 

en  remplaçant  A^  par  dx  -\-  ^d- x  -^ .  ,  . ,  on  di 

_  (dz  d^-y  —  d^  zdyY-^  {dx  d'^  z  —  dz  d'^  xf -^  (dy  d^x  —  d^y  dx  )2 
~  '  \{dx''-\-dy^-^dz'-) 

Ji-  est  du  quatrième  ordre  au  moins;  donc  h  est  du  second 
ordre  et  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'est  jamais  d'ordre  supé- 
rieur, sans  quoi  il  faudrait  que  l'on  eut  à  la  fois 

o,     dyd^x  —  dxd'~y  =  o 


dz  d^y  - 

-  d'^zdy  =^  o, 

dxd^z  —  d^xdz  = 

ou 

d^x  _  d-^y  _  d^z 
dx          dy          dz 

OU 

d  log  dx  =  d  log  dy  =  d  log  dz  ; 
il  en  résulte  que 

\ogdx  H-  loga  =  log<^  -f-  logé  =  Xo^dz  +  loge, 

«,  h,  c  désignant  des  constantes  arbitraires  dont  le  nombre 
se  réduit  à  deux  distinctes.  On  en  conclut 

a  dx  =^  h  dy  =  c  dz 

oii 

ax  -\-a!—  hy-^h'=.cz-\-  c' . 

a\  b',  c'  désignant  de  nouvelles  constantes.  Ces  équations 
sont  celles  d'une  droite  et,  par  suite,  la  distance  d'un  point 
d'une  courbe  proprement  dite  à  la  tangente  voisine  est  du 
second  ordre.  Accidentellement,  cette  distance  pourra  être 
du  troisième  ordre,  mais  cette  circonstance  ne  saurait  se  pré- 
senter tout  le  long  de  la  courbe. 
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XXXI.  —  Surfaces  touchées  par  un  plan  suivant  une  ligne. 

Nous  avons  vu  que  le  plan  tangent  à  une  développable  la 
touchait  tout  le  long  d'une  génératrice  rectiligne;  on  peut 
prouver  que  réciproquement  : 

Si  une  surface  est  toujours  touchée  par  son  plan  tangent 
suivant  une  ligne  :  i°  cette  ligne  est  droite;  i^  la  surface 
est  développable. 

En  effet,  si  le  plan  tangent  touche  la  surface  suivant  une 
ligne,  il  restera  le  même  quand  le  point  de  contact  (^,  jk,  z) 
décrira  la  ligne  en  question;  si  alors  F  =  o  est  l'équation  de 
la  surface  et /(^,jK,  z,  a)  =  o  l'équation  des  lignes  de  contact, 

dz  dz  A  o  '  ^  ^  > 

p  =  —-  el  q  =  j-  seront  des  lonctions  du  seul  paramètre  a, 
en  sorte  que  l'on  en  conclut  que 

p  =  fonct.  (q), 

c'est-à-dire  que  la  surface  est  développable. 

On  peut  d'ailleurs  prouver  que,  tout  le  long  d'une  ligne 
suivant  laquelle  un  plan  touche  une  surface,  on  a 

----   H  S'  • 

de  sorte  que,  si  partout  une  surface  est  touchée  par  un  plan 
suivant  une  ligne,  cette  surface  est  développable. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffît  d'observer  que, 
le  plan  tangent  ayant  pour  équation 

Z-z=p{X-x)-^q{Y-y), 

cette  équation  devra  rester  la  même  quand  on  changera  x 
en  ^  +  dœ,  y  eny  -[-  dy  qI  z  en  z  ^  ùiZ'^  or  elle  devient  alors 

Z  —  ^  —  A^  =/)(X  —  X  —  dx)  -h  q{Y  —y  —  dy)] 

et  il  faut  que 

Lz  =  p  dx  -\~  q  dy  =  dz         ou         A^  —  dz  =  o] 
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donc,  en  vertu  de  la  formule  de  Taylor, 

ce  qui  exige  que 

d^z  =  o,        d^z  =  o,         .... 
L'équation 

(i)  rdx^ -i- 2S  dcc  dy -^  tdy^  =o 

détermine  la  direction  da^^  dy  le  long  de  laquelle  il  y  a 
contact,  et  Ton  voit  qu'en  général  il  existe  deux  directions 
dans  lesquelles  le  plan  tangent  reste,  en  se  déplaçant,  sen- 
siblement parallèle  à  lui-même;  mais,  si  l'on  veut  qu'il  reste 
rigoureusement  fixe,  il  faudra  exprimer  que  dp  =:^  o  eldq  =  o^ 
ou  que  l'on  a  à  la  fois 

F^  dx  -\-  sdy  =0,         s  dx  -^  t  dy  =  o, 

ce  qui  donne  rt  —  5-  =  o;  l'équation  (i)  a  alors  ses  racines 
égales  et  les  deux  directions,  dans  lesquelles  le  plan  tangent 
ne  se  déplace  presque  pas,  sont  confondues. 

XXXII.   —  Circonscrire  une  développable  à  une  surface  donnée. 

L'équation  q—zo{p)  on 

(I)  ¥{p,q)  =  o 

caractérise,  comme  nous  avons  vu,  les  surfaces  dévelop- 
pables. 

Supposons  que,  dans  cette  formule  (i)  (qui  est  une  iden- 
tité quand  il  s'agit  d'une  surface  développable),  on  remplace 
p  ei  q  par  le  p  ei  \e  q  d'une  autre  surface  S  quelconque; 
l'équation  (i)  cessera  d'être  identique,  elle  établira  une  rela- 
tion entre  les  coordonnées  des  points  de  la  surface  S  ;  elle 
représentera  alors  le  lieu  des  points  de  cette  surface  S,  pour 
lesquels  le  plan  tangent  est  celui  d'une  développable;  (i)  est 
donc  l'équation  de  la  courbe  de  contact  d'une  développable  cir- 
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consente.  Si  l'on  suppose  que  la  surface  S  ait  pour  équation 

/(^,  J,  -)  =  o, 
la  formule  (i)  peut  être  remplacée  par 

où  F  représente  alors  une  fonction  homogène. 

Une  question  se  pose  immédiatement  :  Peut-on  circon- 
scrire à  une  surface  donnée  une  développable  suivant  une 
courbe  donnée  tracée  sur  la  surface?  La  réponse  à  cette  ques- 
tion sera  affirmative,  si  l'on  observe  qu'on  obtiendra  une 
développable  circonscrite  suivant  la  courbe  donnée,  en  cher- 
chant l'enveloppe  des  plans  tangents  à  la  surface  menés  par 
les  points  de  la  courbe  donnée. 

Il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  se  donne  la  relation 
F(p,  q)  =  o,  par  exemple  quand  on  dit  que  la  surface  cir- 
conscrite est  un  cône  ou  un  cylindre. 

C'est  ici  l'occasion  de  faire  connaître  une  nouvelle  méthode 
pour  circonscrire  un  cône  ou  un  cylindre  à  une  surface.  Pour 
circonscrire  le  cône,  on  peut  chercher  l'enveloppe  des  plans 
tangents  à  la  surface  passant  par  le  sommet  censé  donné  du 
cône.  Pour  circonscrire  un  cylindre,  on  cherche  l'enveloppe 
des  plans  tangents  parallèles  à  une  droite  fixe. 

Par  exemple,  l'équation  générale  des  plans  tangents  à  un 
ellipsoïde  est 

(i)    a7Cosa-hjcosp  -i-  z  COSY  + v/a^cos^a-f-  6^  cos^j^  +  c^cos^  y  =o; 

si  l'on  pose 

(2)  X  cosa -I- (j.  cos  [3 -H  V  cosy  =  o, 

ce  plan  tangent  sera  parallèle  à  une  droite  fixe     son  enveloppe 
s'obtiendra  en  observant  que 

(3)  cos^a-i- cos^p  4- cos^Y  =  I 


3l2  CHAPITREIV. 

et  en  éliminant  a,  [îi,  y  entre  (i);  (2),  (3)  et 


I     , 
X  -\-  -^  a^  cosa 
il 

j+  ^^^2cos[3 

z- 

-  -^  c2cosY 

X 

V- 

V 

cosa 

cosp 

cosy 

R  désignant,  pour  abréger,  le  radical.  Les  calculs  auxquels 
conduit  cette  méthode  paraissent  moins  simples,  en  général, 
que  ceux  que  nous  avons  indiqués  plus  haut. 

Le  problème  qui  consiste  à  circonscrire  une  développable 
à  une  surface  donnée  est  indéterminé,  tant  qu'on  ne  fait  pas 
connaître  la  nature  de  la  développable  que  Ton  veut  circon- 
scrire. Le  problème  devient  parfaitement  déterminé  quand 
on  se  propose  de  circonscrire  une  développable  à  deux  sur- 
faces données;  cette  développable  peut  se  définir  :  l'enve- 
loppe du  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces.  C'est 
dans  un  autre  Chapitre  que  nous  verrons  le  rôle  important 
de  cette  développable. 

Nous  aurions  encore  un  bon  nombre  de  questions  à  ré- 
soudre sur  les  développables,  mais  ces  questions  seront 
mieux  placées  ailleurs,  où  nous  disposerons  de  moyens  plus 
puissants  pour  les  étudier. 

XXXIIL  —  Étymologie  du  mot  développable. 

Considérons  une  surface  développable.  Soient MN  son  arête 
de  rebroussement,  M'N'  une  section  plane  ;  soient  MM'  et  NN' 
deux  génératrices.  Menons  dans  le  plan  de  la  section  plane 
la  tangente  M'N''  à  M'N';  le  plan  M  M' N'' sera  tangent  à  la 
surface.  Prenons  sur  M'N'^  une  longueur  M'/n"=  M' m' et  par 
le  point  m!,'  menons  une  droite  m!' m!"  dans  le  plan  tangent 
qui  fasse  avec  M'N'^  un  angle  égal  à  l'angle  que  mm'  îdiil  avec 
la  courbe  M'N';  prenons  enfin  m!' m!"  =z  m' m^  la  courbe  lieu 
des  points  rr^'  sera  dite  la  transformée  de  MmN.  Plus  généra- 
lement, si  l'on  prend  m!' a' =^  m! a^  le  point  a!  sera  le  trans- 
formé de  a  et  une  courbe  décrite  par  le  point  a  sur  la  surface 
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développable  aura  pour  transformée  le  lieu  des  points  cor- 
respondants a'  de  a.  L'ensemble  des  figures  transformées, 
de  celles  qui  sont  tracées  sur  la  développable,  constitue  ce 
que  l'on  appelle  le  développement  de  la  surface. 

Quand  on  fait  le  développement  d'une  surface   dévelop- 
pable, les   courbes   transformées  sont  égales  en  longueur  à 


leurs  correspondantes.  Si,  en  effet,  on  suppose  /?i'N'  infini- 
ment petit,  tout  quadrilatère  tel  que  abm'W  sera  égal  à  son 
correspondant  a'  b' m"W  par  construction  ;  donc  ab  sera  égal  à 
sa  transformée  a' b' aux  termes  du  troisième  ordre  près;  en  ap- 
pelant ds  et  ds'  ces  deux  arcs,  on  aura  donc  ds  =  ds'  ou  5  ^  s'. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  fend  la  surface  suivant  des  géné- 
ratrices voisines  et  si  l'on  fait  tourner  chaque  élément  de  sur- 
face autour  de  ses  bords  rectilignes  de  manière  à  amener  toutes 
les  génératrices  dans  un  même  plan,  elle  coïncidera  avec  la 
figure  transformée  ;  elle  est  donc  susceptible  de  se  développer 
et  de  s'étaler  sur  un  plan. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  courbes  qui  coupent  les  géné- 
ratrices à  angle  droit  deviennent  après  le  développement  les 
développantes  de  la  transformée  de  l'arête  de  rebroussement. 
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XXXIV.  —  Théorie  des  développables  isotropes. 

Prenons  des  coordonnées  rectangulaires  : 

L'équation  des    sphères  de  rayon  nul  ayant  leur  centre 

en  a,  [^,  y  est 

cette  équation  peut  être  censée  représenter  un  cône  imagi- 
naire de  sommet  a,  j^,  y;  un  pareil  cône,  asymptote  de  toutes 
les  sphères  ayant  leur  centre  en  a,  ^,  y,  s'appelle  un  cône 
isotrope,  ses  génératrices  sont  ce  qu'on  appelle  des  droites 
isotropes.  Si  l'on  désigne  par  a,  b,  c  les  coefficients  direc- 
teurs d'une  droite  isotrope,  on  aura  alors 

«2  4-  62  —  c2  =  o  ; 

cette  équation  caractérise  les  droites  isotropes  qui,  en  vertu 
même  de  cette  équation,  sont  perpendiculaires  sur  elles- 
mêmes.  Si  l'on  suppose  c  =  o,  on  a  <2-  +  Z>-  =  o,  et  l'on  voit 
que  les  droites  isotropes  du  plan  des  xj  ont  pour  coefficients 
angulaires  ±  y/ —  i . 

Un  plan  isotrope  est  un  plan  asymptote  de  sphère;  c'est, 
si  l'on  veut,  un  plan  tangent  à  un  cône  isotrope.  Dans  un 
plan  isotrope,  les  ombilics  sont  confondus.  Deux  plans  iso- 
tropes infiniment  voisins  se  coupent  suivant  une  droite  iso- 
trope, et  deux  droites  isotropes  infiniment  voisines  se  coupant 
en  un  point  a,  [3,  y  déterminent  un  plan  isotrope. 

Toutes  les  sphères  passent  par  une  conique  fixe  située 
dans  le  plan  de  l'infini,  qui  est  imaginaire  et  que  nous  appel- 
lerons V ombilicale  (Laguerre)  ou  le  cercle  imaginaire  de  l'in- 
fini. Cette  conique  ombilicale  est  d'ailleurs  le  lieu  des  ombilics 
de  tous  les  plans  de  l'espace. 

Toutes  les  droites  isotropes  passant  par  un  point  de  l'es- 
pace forment  un  cône  isotrope  ou  une  sphère  de  rayon  nul 
ayant  son  centre  en  ce  point. 
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L'ombilicale  est  le  lieu  des  traces  de  toutes  les  droites  iso- 
tropes sur  le  plan  de  l'infini  {t  =  o). 

Par  une  droite  quelconque  passent  deux  plans  dont  les 
traces  sur  le  plan  de  l'infini  touchent  l'ombilicale  :  ces  plans 
sont  dits  plans  isotropes  relatifs  à  cette  droite. 

On  appelle  développables  isotropes  celles  dont  les  géné- 
ratrices sont  isotropes  ;  elles  sont  par  suite  des  enveloppes  de 
plans  isotropes. 

A  toute  surface  on  peut  circonscrire  une  développable  iso- 
trope qui  sera  dite  développable  isotrope  de  cette  surface. 

Les  développables  isotropes  jouissent  de  cette  propriété 
curieuse  que  leurs  normales  sont  précisément  leurs  généra- 
trices. En  effet,  considérons  une  droite  isotrope;  cette  droite 
est  une  génératrice  du  cône 

{X  -  a)2  +  (j  _  p)2  _._(-_  ^)2  =  o  ; 

on  peut  donc  la  représenter  par 

a  b  c  ' 

Si  l'on  veut  que  cette  droite  engendre  une  développable,  il 
faut  exprimer  que  dans  une  quelconque  de  ses  positions  elle 
rencontre  la  droite  voisine.  A  cet  effet,  écrivons  (i)  ainsi  : 

la  droite  voisine  a  pour  équations 

X  r=  a-t-<ia-|-(a-h  da  )  p  -\-  (  p  -i-  dp)  a,  ...  ; 

l'élimination  de  ^^y-,  ^,  p,  dp  conduira  à  l'équation  de  con- 
dition cherchée.  L'élimination  de  ûO,y,  z  se  fait  par  soustrac- 
tion, et  l'on  a 

o  =  d'y.  -^  a  dp  -^  p  da^ 

Q  —  d^-\-h  dp  -^  p  db, 
o  =  dy  -{-  c  dp  -^  p  de  ; 

on  élimine  p  et  do  en  multipliant  ces  équations  par  a^  b,  c  et 
en  observant  que,  a-  -\-  b^  -^  c^  étant  nul,  on  a 

a  da  -^  b  db  -h  c  de  =  o  : 
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on  a  alors,  en  ajoutant, 

a  doL-h  b  d'^  -\-  c  dy  =  o, 

ce  qui  montre  que  la  direction  a,  b,  c  de  la  génératrice  est 
perpendiculaire  à  celle  de  la  ligne  doL,  d^^  dy  tracée  sur  la 
surface;  or  la  direction  a,  6,  c  est  déjà  perpendiculaire  à 
elle-même  puisque  a- -i- b- -\- c^  =  o  ;  donc  la  génératrice 
d'une  développable  isotrope  est  normale  à  la  surface. 

La  développable  en  question   doit  être  telle  que,  si  l'on 

/?2  +  ^2_^I    =0, 

ce  qui  exprime  que  la  normale  à  la  surface  est  normale  à 
elle-même.  Réciproquement,  cette  équation  est  celle  d'une 
développable  :  pour  avoir  son  équation  finie,  il  faut  chercher 
l'enveloppe  du  plan  représenté  par  l'équation 


où  f{p)  est  quelconque  et  oh  q  =  s/ 1  -h  P'\/ —  i  •  La  caracté- 
ristique, ou  la  génératrice  de  l'enveloppe,  sera  donnée  par 
l'équation  précédente  et  sa  dérivée 

o  =  X  +  -=^=  /=7  Y  +/'(/>). 
Les  coefficients  directeurs  de  cette  droite  sont 

et  la  somme  de  leurs  carrés  fait  o.  Donc  la  génératrice  est 
isotrope  :  ainsi  l'équation 

caractérise  les  développables  isotropes. 

XXXV.  —  Des  foyers  et  des  focales  des  surfaces. 

On  appelle /ojrcr  d'une  surface  le  centre  d'une  sphère  de 
rayon  nul,  doublement  tangente  à  la  surface. 
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La  sphère  de  rayon  nul  est  un  cône  :  on  peut  donc  dire 
aussi  que  le  foyer  d'une  surface  est  le  sommet  d'un  cône 
isotrope  doublement  tangent  à  la  surface. 

Il  résulte  de  là  qu'un  foyer  est  un  point  d'où  l'on  peut 
mener  deux  plans  tangents  isotropes  à  la  surface. 

Joignons  le  foyer  F  aux  points  de  contact  M  et  M'  avec  la 
surface  du  cône  isotrope  de  sommet  F;  FM  et  FM'  seront  deux 
génératrices  du  cône  isotrope  bitangent  :  ce  seront  deux 
droites  isotropes  tangentes   à  la  surface. 

Ceci  posé,  on  appelle  focale  d'une  surface  le  lieu  de  ses 
foyers. 

Assujettir  une  sphère  à  toucher  une  surface,  c'est  l'assu- 
jettir à  une  seule  condition;  l'assujettir  à  être  doublement 
tangente  à  une  surface,  c'est  l'assujettir  à  deux  conditions; 
l'assujettir  à  avoir  un  rayon  nul,  c'est  l'assujettir  à  une  troi- 
sième condition  :  donc,  en  général,  il  existera  un  lieu  de 
foyers  qui  sera  une  ligne. 

Ainsi  se  trouve  démontrée  l'existence  des  focales.  Mais 
on  peut  en  donner  une  autre  définition  qui  aura  son  utilité. 

Par  tous  les  points  F  de  la  focale  <ï>  de  la  surface  S,  faisons 
passer  les  cônes  bitangents;  soient  FM  et  FM' les  génératrices 
de  contact  et  appelons  P  et  P'  les  plans  de  contact  correspon- 
dants. Le  plan  P  coupe  le  plan  infiniment  voisin  suivant 
une  droite  isotrope  passant  en  F,  et  qui  ne  peut  être  qu'une 
génératrice  du  cône  isotrope  ayant  son  sommet  en  F;  cette 
droite  est  alors  FM;  les  génératrices  de  contact  FM  et  FM' 
sont  donc  des  génératrices  de  la  développable  isotrope  cir- 
conscrite à  la  surface  S.  Or  cette  développable  est  bien  déter- 
minée, puisque,  son  équation  différentielle  étant 

j02  _|_  ^2  _|_  I  ^  o, 

c'est  aussi  l'équation  de  sa  courbe  de  contact  avec  la  surface  . 
Cette  développable  se  coupe  elle-même,  puisque  deux  de  ses 
génératrices  passent  par  un  même  point  (sans  faire  un  angle 
infiniment  petit);  elle  a  donc  une  ligne  suivant  laquelle  elle 
se  coupe  elle-même  ou,  comme  on  le  dit  quelquefois,  une 
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ligne  double  ou  singulière .  Cette  ligne  double  est  la  focale 
de  S.  Ainsi  : 

La  focale  d\ine  surface  est  la  ligne  double  de  la  déve- 
loppable  isotrope  circonscrite  à  la  surface. 

Deux  surfaces  sont  honiofocales  quand  elles  ont  les  mêmes 
focales. 


XXXVI.  —  Focales  et  foyers  des  surfaces  du  second  ordre. 

On  trouvera  facilement  les  focales  des  surfaces  du  second 
ordre  en  observant  que,  si  S  =  o  désigne  une  surface  de  cet 
ordre,  S4-).PQ=:o,  P  et  Q  représentant  deux  polynômes 
du  premier  degré,  représente  l'équation  des  surfaces  du 
second  ordre  bitangentes  à  la  première.  En  exprimant  que 
cette  surface  est  une  sphère  de  rayon  nul 

(^-ar---(7-P)2  +  (^-Y)2=:o, 

a,  p,  Y  représenteront  les  foyers  :  on  devra  donc  avoir  identi- 
quement 

[x  étant  un  facteur  constant,  ou 

S-fx[(^-a)2-K(7-pr--i-(^"-Y)^]  =  XPQ. 

Le  premier  membre  de  cette  identité  devra  donc  se  ramener 

à  une  somme  de  deux  carrés. 

Soit 

S  ==  A^2  +  Bj2  _^  G^2  -  H  =  o 

l'équation  donnée, 

A^2  _!_  Bj2  _^  G^2  _  jj.[-(^  _  a)2  +  (  j  _  p  j2  +  (^  _  V)]2  _  H 

devant  être   une    somme    de  deux  carrés,   il  est  nécessaire 
qu'une  des  variables  disparaisse  :  donc  a  ;=  o  et  [a  =  A  ;  donc 
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doit  être  une  somme  de  deux  carrés;  or  cette  quantité  peut 
s'écrire 

(B  — A)72-i-(G  — A)^2_^2A37-f-2AYz  — A(p2  +  y2)_H 
ou 

g-i-^[(B-A)j-i-Ap]2-^-i-^[(G-A).^  +  AYP 

.A2S2  A2v2 

et  sera  une  somme  de  deux  carrés  si  l'on  a 

B^2  Cy2         h  _ 

B-A"^G-A~^A~°" 

Cette  équation  jointe  à  a  =  o  représente  la  focale.  H  y  a 
donc  trois  coniques  focales,  une  dans  chaque  plan  principal. 
Quand  Hr— o,  ces  coniques  se  réduisent  à  des  droites;  ainsi 
les  cônes  ont  pour  focales  des  lignes  droites. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  ellipsoïde  dont  les  axes  soient 
2a  >>  2^  >  2c;  les  focales  auront  pour  équations 

«2-62    ^   a2_c2   -^I   -O, 

_J^  _        a2^  _ 

è2_c2    ^    è2— «2    -^f    -«. 

a2  ^2  ^ 


C2—  62 


La  première  est  imaginaire,  la  seconde  est  une  hyperbole,  la 
dernière  une  ellipse. 

On  voit  que  ces  équations  ne  dépendent  que  des  différences 
des  axes;  les  surfaces  comprises  dans  la  formule 


ï 


r 


X  ^2  +  X  C2 


sont  donc  homofocales,  les  sections  principales  ont  les  mêmes 
foyers.  L'étude  de  ces  surfaces  homofocales  sera  faite  plus 
loin. 

Pour  trouver  les  focales  du  paraboloïde 

P:r2-t-Qj2^2z^ 
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on  devra  faire  en  sorte  que 

P^2  _^  Q^2  _  ^^  _  X  [{X  _  a)2  -f-  (j  -  (3)2  +  (^  _  Y)2] 

soit  une  somme  de  deux  carrés;  il  faut  donc  que  ).  =  P  ou  Q 
et  que  a  ou  jB  soit  nul;  il  faut  ensuite  cju'en  décomposant 

en  carrés,  on  n'en  trouve  que  deux,  ce  qui  exige  que 

PQg^  _  2Qy— ^  _ 
Q  -  P  Q—  -  ^- 

En  particulier,  pour  le  paraboloïde 


on  a  les  deux  focales 


h  — 

P         9 


_2Y 


p  —  q 
q-p 


qui  sont  des  paraboles. 

Nous  énoncerons  seulement  les  propriétés  suivantes  des 
focales,  sans  les  démontrer  : 

Le  plan  tangent  et  la  normale  en  un  point  dhine  surface 
du  second  ordre  rencontrent  un  plan  principal  suivant  un 
point  et  une  droite  qui  sont^  Vun  le  pôle,  et  C autre  la 
polaire  correspondante  de  la  focale.  (Ghasles.) 

La  distance  d^ un  point  de  la  surface  à  un  foyer  est  un 
produit  de  deux  fonctions  linéaires.  (Amiot.) 

Si  Von  appelle  foyer  d'une  courbe  du  second  degré  dans 
r espace  les  points  tels  que  leurs  distances  à  un  point  de  la 
courbe  soient  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  de  ce 
point.  Les  points  d^  une  focale  seront  les  foyers  de  l'autre. 
(Amiot.) 

La  somme  ou  la  différence  des  distances  de  deux  foyers 
fixes  d'une  courbe  de  second  degré  à  un  point  de  cette 
courbe  est  constante. 
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Dans  un  cône,  les  focales  se  réduisent  à  des  droites 
réelles  ou  imaginaires,  ainsi  que  nous  V avons  fait  obser- 
ver; ces  droites  focales  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

La  somme  des  angles  que  font  les  plans  passant  par 
une  génératrice  du  cône  et  les  focales  est  constante. 

Un  cône  du  second  degré  est  coupé  par  une  sphère  sui- 
vant une  courbe  appelée  ellipse  sphérique,  quand  le  som- 
met du  cône  est  au  centre  de  la  sphère.  Les  focales  ren- 
contrent la  sphère  en  des  points  appelés  foyers  et  tels  que 
la  somme  des  rayons  sphériques,  issus  de  ces  points  et 
aboutissant  à  un  point  de  la  courbe^  est  constante. 

XXXVII.  —  Surfaces  homofocales  du  second  degré. 

L'équation  générale  des  surfaces  homofocales  du  second 
degré,  c'est-à-dire  des  surfaces  ayant  les  mêmes  focales,  est 

372  y2  ^2 

(0  -::¥— 


62 


p  désignant  un  paramètre  variable. 

i*^  Ces  surfaces  sont  telles  que  leurs  sections  principales 
ont  les  mêmes  foyers  que  celles  de  V ellipsoïde 

^2  a.2  ^2 

«2  f)2  c^ 

2"  Par  chaque  point  réel  de  V espace  passent  trois  sur- 
faces de  la  famille,  qui  sont  réelles;  Vune  est  un  ellip- 
soïde, les  deux  autres  sont  des  hjperboloïdes  à  une  et  deux 
nappes. 

En  effet,  si  l'on  se  donne  x^  y,  s,  il  en  résulte  pour  p  trois 
valeurs,  en  vertu  de  l'équation  (i)  qui  est  du  troisième  degré  ; 
ces  trois  valeurs  sont  réelles  :  pour  s'en  assurer,  il  suffît  de 
supposer  a^  b^  c  et  de  faire,  successivement, 

p  =  — 00,         p  =  —  «2 — -^         p  —  —  a^-i^z,         p  =  — b^  —  £, 

p  =  —  62-HS,  p  =  _c2—  e,  p  — —  c2-i-Ê,  p  =  «5  , 

L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  21 
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e  désignant  une  quantité  très  petite,  mais  positive;  la  fonc- 
^i^"  -^--^^  +  èM=7  "^  3^^  ~  ^  P^^^^  ^^^  ^^^"^^  respectifs 


Il  y  a  donc  une  racine  entre  —  a-  et  —  h'^^  une  entre  —  h'^  et 
—  c^,  une  entre  —  c^  et  +  oo  ;  appelant  X,  p.,  v  ces  racines, 
on  a,  pour  les  équations  des  trois  surfaces  réelles  pas- 
sant en  x^y^  z, 


/ 

rr2 

62 +  X 

^2 

«2  +  À 

C2+X 

—  Ij 

(2) 

X^ 

^>2  +   10.  "^ 

C2+  (X 

«2  -h  JJL 

—  '  : 

( 

^2 

a2  +  v  "^ 

62+v    -^ 

^2 

c2-i-  V 

—  I) 

et,  en 

supposant 

— 

-  «2  <  X  < 

—  b^-<\k<  —  c^- 

<v, 

la  première  surface  sera  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  la 
seconde  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  la  troisième  un  ellip- 
soïde . 

3"  X,  a,  V  étant  donnés,  on  peut  se  proposer  de  calculer 

A  cet  effet,  observons  que  ).,  [jl,  v  sont  racines  de  l'équa- 
tion (i),  qu'on  peut  écrire 

^2  j2  ^2 


en  posant  p  =  u  —  a^  ;  cette  équation  elle-même  prend  la 
forme  entière 

x^{u -h  ^>2 _ a^^{u -t-  c2  —  a^)-h . . .—  u{u -^  b'^  —  a^){u -^  c'^  —  a^)  =  o. 

Le  produit  des  racines  est  x^{b^  —  a^)(c-  —  a-);  or  les 
racines  sont  \  +  a^,  [jl  +  a-,  v  -j-  a^  :  on  a  donc 

^2(62  _  a2)(c2  —  a2)  =  (X  +  a2)({j.  +  a2)(v  +  «2) 
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"~V  (a2_è2)(a2_c2)        ' 

^    ^~    V  (62-a2)(62—  C2) 

^         /(X  +  C2)(^  +  C2)(v:r^) 
V  (C2  —  a2)(c2—  ^>2) 

4"  Les  surfaces  homofocales  (2) se  coupent  à  angle  droite 
c'est-à-dire  que  leurs  plans  tangents,  ou  leurs  normales 
aux  points  communs,  se  coupent  ainsi. 

En  effet,  si  l'on  retranche,  par  exemple,  Tune  de  l'autre  les 
formules  (2),  on  a 

a?2  ir2 


«2  _|_  X  «2  _|_  jj. 

comme 


+  ...  =  0; 


572  (  [x  —  X  )         _         372  x^- 

(a2_^X)(a2_Hfj,)  ~  (a2_^X)  ~  (^" ^) 

on  peut  écrire  l'équation  précédente  ainsi 

XX  y  y  z  z 


«2  -f-  X     «2  +  [J^            62  _|_  X    62  +  [X  '      c2  +  X     C2  H-  fJL 

ce  qui  exprime  que  les  directions 

^            y  z 

«2  -4-  X  '        62  -f-  X  '  C2  4-  X 

et 

X               y  z 


«2  -+-   [JL  62  +   [Jt.  C2  +  (JL 

des  normales  aux  surfaces  (2)  en  x,y ,z  sont  rectangulaires; 
donc,  etc.  c.   q.  f.  d. 

XXXVIII.  —  Points  correspondants. 

On  appelle  points  correspondants ,  sur  deux  surfaces  homo- 
focales de  même  famille  et  de  même  espèce,  deux  points 
situés  sur  une  même  courbe  du  quatrième  ordre,  intersection 
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de  deux  surfaces  homofocales,  orthogonales  à  celles-ci  et 
d'espèce  différente. 

Ainsi,  deux  points  correspondants  sur  deux  ellipsoïdes 
homofocaux  sont  deux  points  situés  sur  la  courbe  d'inter- 
section de  deux  hjperboloïdes  homofocaux  à  ces  ellipsoïdes, 
l'un  à  une,  l'autre  à  deux  nappes.  Les  points  correspondants 
jouissent  de  propriétés  curieuses  qui  ont  été  utilisées  en 
Mécanique  et  c'est  pour  cette  raison  que  nous  les  ferons  con- 
naître. 

D'abord  faisons  varier  v  dans  les  équations  (3)  en  faisant)^ 
et  [x  égaux  à  des  constantes.  On  voit  que,  si  x' ^y' ^  z'  désignent 
les  valeurs  que  prennent  x^y^  z  quand  on  y  remplace  v  par  v', 
on  a 

^  ~~  v'-Ha2  '  yi  ~  v'-^62  '  ^  ~  v'4-c2  ' 

donc  les  coordonnées  de  même  nom  de  deux  points  corres- 
pondants sont  entre  elles  comme  les  axes  qui  leur  sont 
parallèles. 

T?  V     ^  ,      i     /'^  +  '^^        ^  ^     /v  H-  «2 

tLn  posant  —  z=.  -{-i/ et  non  —  4  / ?  •  •  •  ?  on 

^  X  \    v'-+-a2  y/   V  +  «2 

fera  correspondre  sans  ambiguïté  un  point  d'un  ellipsoïde  à 
un  autre  point  et  à  un  seul  de  l'autre  ellipsoïde  :  c'est  ce  que 
nous  ferons  à  l'avenir. 

Théorème  I.  —  La  différence  des  carrés  des  distances 
des  deux  points  correspondants  au  centre  est  constante. 

En  effet,  d'après  les  formules  (3),  on  a 

-^J     -t-^  yx      -r-J      -i-Z     )  ^  (-^2_62)(a2_c2) 


Xî^(v-v')2 


(<22_è2)(a2_c2) 


^^^-^^^^ll(a2-62"(^2_,2) 


!-^(^  — v')_2 


«2 


(a2_^,2)(«2_c2) 

-X-       (\J  \j'\     >     . • 

^  ^^(a2._^2)(«2_c2j' 


INFINIMENT    PETITS    DU    I*""   ORDRE    DANS    l'eSPACE.      325 

les  coefficients  de  ).[i.,  "k,  [ji,  sont  identiquement  nuls,  celui 
du  dernier  terme  est  égal  à  un  :  donc  la  différence  en  question 
est  V  —  v'.  c.    Q.    F.    D. 

Téorème  II.  —  Soient  M  et'N  deux  points,  W  et  N'  leurs 

correspondants  ;  on  a 

MN'=NM'; 

en  effet,  soient  x^  jr,  z  les  coordonnées  de  M;  x\y\  z'  celles 
de  son  correspondant  M';  x^^y^^z^  celles  de  N,  et  x\^y\^  z\ 
celles  de  N',  on  aura 


or 

X 
Xi 

donc 


1  ^  4  A+^^ 


MN'    = (x  v/v  +  a2  —  cci^^' -^  a^y  -+-.  . .. 

On  trouve  de  même 

M'N   = (x/v'-i-  a2_^j^v  +  «5 )-  +  ...; 


donc 


Mais,  en  vertu  des  équations 

372  72  ^2         ^ 

on  a 

MN^^_NM'"=o        ou        MN'=NM'. 

c.   Q.  F.   D. 

XXXIX.  —  Théorème  de  Chasles. 

Lorsqu' un  cône  est  circonscrit  à  une  surface  du  second 
ordre,  ses  axes  sont  dirigés  suivant  les  normales  aux  sur- 
faces homofocales  passant  par  son  sommet. 
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Supposons  que  <2,  6,  c  soient  les  demi-axes  de  la  surface 
en  question;  si  l'on  pose 

^2  y2  ^2 

"  =  ^  +  iî  +  55-'' 

l'équation  du  cône  circonscrit  ayant  son  sommet  en  x^  y^  z 
sera 

X2        Y2        Z2         \       (^00       Yj       z. 


ou 


„/X2  Y2  Z2  \  / 

X2(H_^)^..._.YZ 


62     ■      ^  -I'   =o 


è2c2 


Les  directions  principales  de  ce  cône  sont  données  par  la 
formule 

H        x^\  xy    Q         zx 

.  02   ~   ^  j  ^  "   «2^2    P  ""  ^¥^  T 
(l) 


remplaçons  a,  p,  y  par r^  ?  Âi^^T'  T^"^  '  ^'^  ^'  f^'  ^  ^^'^'' 

les  quantités  qui,  égalées  à  des  constantes,  fournissent  les 
surfaces  homofocales  passant  en  x^y^  z\  nous  aurons 

i\\x^\x  xy      y  xz      z      ^ 

^       Vâ2  "~  ^y  a2+X  ~  â2T2  62"TX  ~~  «2^  c2  +  X 


a2  +  X 
or  on  a 

XX         y     y         z      , 


_   l/;r2  x^  72  j2  ^2  -2'      \  _  H 

L'équation  qui  précède  devient  alors 
X        II         X   H 


«2+  X  «2        ai   X 

X 

a2-+-X 
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Les  équations  (i),  aux  coefficients  directeurs  des  axes,  sont 
donc  satisfaites  quand  on  y  suppose  les  coefficients  égaux  aux 
coefficients  directeurs  des  normales  aux  surfaces  homofocales 
passant  par  le  sommet  du  cône. 

Remarque.  —  L'équation  du  cône  rapporté  à  ses  axes  est 

X%  y%  ^2 


XL.  —  Paraboloïdes  homofocaux. 
Les  focales  du  paraboloïde 


^2           ^2    _ 

1Z 

sont 

^2 

iz  +  a 

p-q 

=  °'      ^ 

y1 

1Z 

-\-p  =  0 

celles 

du  paraboloïde 

(0 

x^ 
p  -^  h 

q  -j-  h 

-iz-{- 

h 

sont 

x^ 

~iz^{q 

+  h)- 

-h. 

—  f\ 

(p-i-h)-{q-^h) 

—  u, 

ou 

X^ 
p  —  q 

-iz-\-  q  = 

0, 

.... 

Les 

paraboloïdes 

=  2^H- 

h 

p  -^-  h        q  -^-  h 
sont  donc  homofocaux  : 

i"  Les  coordonnées  des  foyers  des  sections  principales 
sont  ^= -,  ^=1  ^;  ces  foyers  sont  donc  les  mêmes  pour 
toutes  les  surfaces  considérées. 
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2^  Par  chaque  point  réel  de  Vespace  passent  trois 
paraboloïdes  de  la  famille  (i),  deux  elliptiques  inverse- 
ment semblables  et  un  hyperbolique. 

En  effet,  si  l'on  se  donne  Xy  y,  z,  l'équation  (i)  sera  du 
troisième  degré  en  A,  et  si  l'on  fait,  en  supposant/?  >  ^  et  s 
positif  et  infiniment  petit, 

h  =  —  00  ,  h  =  — p  —  £,  h  =  —  p  -T-  ^,         h  =  —  q  —  £, 

la  quantité 

h  -+-p        h-\-  q 

prendra  les  signes  respectifs 


il  y  a  donc  une  racine  de  (i)  entre  —  oo  et — /?,  une  autre 
entre  — p  et  —  q,  et  nécessairement  une  troisième  entre  q  et 
-h  00  .  Soient  1,  [jl,  v  ces  trois  racines  ;  les  équations  des  para- 
boloïdes homofocaux  passant  en  x^  y,  z  seront 

^    -f-    -J  =    2^  +  X, 

p  +  A         <7  +  A 

(2)  <    • 1 -^ =  2^  +  a., 

xi  -1/2 

! -^ =   22  +  v; 

jo  -i- V  ^  +  V 

la  première  et  la  dernière  représentent  des  paraboloïdes  ellip- 
tiques, la  seconde  un  paraboloïde  hyperbolique. 

3^  X,  [X,  V  étant  donnés,  on  peut  se  proposer  de  calculer 
X,  y,  z. 

On  y  parviendra  comme  il  suit  :  on  éliminera  d'abord  z  par 
soustraction  et  l'on  aura 


^2 


r 


{p^A)(p-^lx)         (^_i-X)(^-f-  IX) 


TJNIVEBS 
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en  considérant  alors      ^  ,    et  ■  ^   ^  comme   inconnues,   on 
jD  -+-  A        <7  4-  A 

aura 

^2  =  (/>  +  >^)(/>  +  !^)(/>-+-v)^ 
q—p 

p-q 

4"  Les paraboloïdes  homofocaux  (2)  se  coupent  à  angle 
droit. 

Pour  le  démontrer,  il  suffît  de  retrancher  membre  à 
membre  deux  des  formules  (2);  on  aura 

"^  +1  =  0, 


(^4-X)(^  +  |x)         (^  +  A)(^  +  {i.) 

ce  qui  exprime  bien  que  les  deux  directions 

x  y 

p  -+-1  q  -h'k 

j j  —  I , 

p-i-lK  q-i-ix 

qui  sont  celles  de  deux  normales  aux  surfaces  homofocales, 
sont  rectangulaires. 

On  peut  considérer,  sur  deux  paraboloïdes  homofocaux, 
des  points  correspondants;  leurs  propriétés  sont  analogues 
à  celles  des  points  correspondants  sur  deux  ellipsoïdes  homo- 
focaux. 

XLI.  —  Des  coordonnées  tangentielles. 

Si  l'on  considère  le  plan  représenté  par  l'équation 

(I)  x^-+-yri-{-z^  =  i, 

et  dont  les  coordonnées  à  l'orif^ine  sont  7?  -?  ^j  ce  plan  sera 

parfaitement  déterminé  quand  on  se  donnera  ^,  Tj,  Ç  :  on  a 
donné  à  ces  quantités  le  nom  de  coordonnées  tangentielles 
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du  plan.  Lorsque  l'on  établit,  entre  les  coordonnées  de  ce 
plan,  une  relation  telle  que 

(2)  /(^,    ^,    0  =  0, 

l'équation  (i)  devient  celle  d\me  famille  de  plans  qui  enve- 
loppent une  surface.  L'équation  (2)  est  dite  V équation  tan- 
gentielle  de  cette  surface;  ?,  vj,  Ç  seront  alors  les  coordon- 
nées tangentielles  d'un  plan  tangent  de  cette  surface. 

Equations  du  premier  degré.  —  Toute  équation  tan- 
gentielle  du  premier  degré  représente  un  point,  et,  réci- 
proquement, tout  point  peut  être  représenté  par  une 
équation  du  premier  degré. 

En  effet,  une  équation  du  premier  degré  entre  ?,  iq,  Ç  per- 
met de  calculer  Ç  en  fonction  linéaire  de  \  et  de  r,  ^  en  portant 
cette  valeur  dans  (i),  cette  équation  contiendra  deux  para- 
mètres variables  au  premier  degré  ;  elle  représentera  donc  une 
série  de  plans  passant  par  un  point  fixe  et  qui,  par  suite, 
envelopperont  un  point  fixe.  Les  coordonnées  ordinaires  du 
point  représenté  par  l'équation 

a  ^  -h  6  Y)  -h  c  ^  =  <a? 

s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  Ç,  de  'r\ 
et  le  terme  indépendant  de  l'équation 


ce  qui  donne 


d  —  br\  —  c^  ^ 


-  =  ^  =  -  =  1. 

a        b        c        d 


Réciproquement,  si  les  coordonnées  d'un  point  sont<2,  6,  c, 
son  équation  tangentielle  sera  la  relation  qui  doit  exister  entre 
5?  '1?  Ç  pour  que  le  plan  (i)  passe  par  ce  point,  ou 
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Remarquons,  en  passant,  que  le  plan  dont  les  coordonnées 
tangentielles  sont  nulles  est  à  l'infini,  et  que  le  plan  dont  le  ? 
seul  est  nul  est  parallèle  à  l'axe  des  x.  Le  plan  dont  le  ^  et 
l'y]  sont  nuls  est  parallèle  au  plan  des  xy. 

Une  équation  du  premier  degré  entre  Ç,  Tj,  Ç  ne  contenant 
pas  de  terme  indépendant  représente  un  point  à  l'infini.  Une 
équation  dans  laquelle  il  n'entre  que  \  et  'r\  représente  un 
point  situé  sur  l'axe  des  z.  Une  équation  qui  ne  contient 
que  \  représente  un  point  situé  dans  le  plan  des  yz.  Enfin 
const.  =  o  représente,  comme  cas  limite,  l'origine. 

Equations  du  second  degré.  —  Une  équation  du  second 
degré,  en  coordonnées  tangentielles,  représente  une  sur- 
face du  second  ordre,  et,  réciproquement,  les  surfaces  du 
second  ordre  sont  représentées,  en  coordonnées  tangen- 
tielles,  par  des  équations  du  second  degré. 

En  effet,  pour  avoir,  en  coordonnées  ordinaires,  l'équation 
de  la  surface  représentée,  en  coordonnées  tangentielles,  par 

/(^,  -0,0  =  0, 

il  faut  éliminer  ^,  Tj,  Ç  entre  cette  équation,  l'équation  (i)  et 

à{f,  xl^yr^^zX^  —  i)  _ 
à(f,  x^-\-yri-{-z^  —  i)  _ 


OU  bien  entre  les  équations 


X  dq         y  d-r\        z  ôz 


Pour  faire  cette  élimination,  on  rend  les  formules  homogènes 
par  l'introduction  de  deux  variables  t  et  t,  et  l'on  égale  la 

suite  des  rapports  -  4^,  —  ~-,  -  4^k  wn  paramètre  p  ;  on  est 

^^  X  de,     y  dr^     z  dt,  ^  ^ 
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alors  conduit  à  éliminer  ?,  v],  Ç,  p  entre 


P^'J 


àf 
5y) 


àf 


pz; 


et  celle-ci,  que  l'on  en  conclut  par  le  théorème  des  fonctions 
homogènes  appliqué  à  la  fonction  J, 


Quand  la  fonction /est  du  second  degré,  les  équations  pré- 
cédentes sont  linéaires,  et  le  résultat,  facile  à  obtenir,  est  du 
second  degré;  mais,  quand/ est  de  degré  supérieur,  la  résul- 
tante est,  en  général,  de  degré  supérieur  à  celui  de  la  fonc- 
tion/ Si  l'on  a 


l'équation  de  l'enveloppe  sera 


=  0, 


«11  «12  «13  «14  ce 

«21  «22  «23  «24  Y 

«31  «32  «33  «34  ^ 

«41  «42  «43  ^^44  —  ' 

X  y  Z       r  O 


Réciproquement,  étant  donnée  l'équation  du  second  degré 
en  coordonnées  ordinaires 

An  072  _^  A2272  4-  A33^2  ^_  A44^2  _^  2  Ai2^7  +lki^XZ 

4-  2Ai4J?^  -4-  2  A23j^  +  2  A24j^  +  2A34^^  =  O, 

pour  obtenir  l'équation  tangentielle  correspondante,  il  faut 
exprimer  que  le  plan  représenté  par 


iPç  -^yr^  -h^^  =  I 
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est  tangent,  ce  qui  donne,  comme  on  l'a  vu, 


=  0, 


formule  analogue  à  celle  que  l'on  a  trouvée  tout  à  l'heure  pour 
solution  du  problème  inverse. 


XLII.  —  Quelques  problèmes  sur  la  droite  et  le  plan, 
surfaces  développables. 


An 

A12 

Ai3 

Au 

>• 

A21 

A22 

A23 

A24 

"0 

A3l 

A32 

A33 

A34 

K 

A41 

A42 

A43 

A44 

— 

^ 

■^ 

K 

—  I 

0 

Il  y  a  des  surfaces  qui  ne  peuvent  pas  être  représentées  par 
une  équation  tangentielle  :  ce  sont  les  surfaces  développables, 
parce  que  leur  plan  enveloppe  ne  doit  contenir  qu'un  seul 
paramètre  variable;  il  faudra  donc,  pour  définir  une  surface 
développable,  deux  équations.  Réciproquement,  deux  équa- 
tions entre  des  coordonnées  tangentielles  représenteront 
l'enveloppe  du  plan 


(0 


37^+77)4-^^  =  1; 


dans  l'équation  duquel  il  ne  restera  plus  qu'un  seul  para- 
mètre variable;  ce  sera  donc  une  surface  développable. 
Mais  considérons  les  deux  équations 


(2) 
(3) 


?(;,  ^,  0  =  0, 


d'une  développable;  chacune  d'elles  représente  une  enve- 
loppe. Si  l'on  considère  les  coordonnées  ?,  t,,  Ç  d'un  plan 
satisfaisant  aux  équations  (2),  (3),  ce  plan  sera  tangent  à  (2) 
et  à  (3),  mais  il  le  sera  aussi  à  la  développable  (2),  (3)  ;  cette 
développable  est  donc  circonscrite  aux  surfaces  (2),  (3). 

Ainsi  deux  équations  ne  représentent  pas  une  courbe,  mais 
bien  une  surface  développable.  Toutefois,  on  pourra  consi- 
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dérer  aussi  une  courbe  comme  représentée  par  les  équations 
de  la  surface  développable,  lieu  de  ses  tangentes. 

Deux  équations  du  premier  degré  représentent  l'enveloppe 
d'un  plan  qui  ne  contient  qu'un  paramètre  variable  au  pre- 
mier degré  et,  par  suite,  représentent  une  ligne  droite  par 
laquelle  passent  tous  les  plans  en  question  et  qui  est  leur  en- 
veloppe. 

Si  l'on  considère  trois  équations  en  coordonnées  tangen- 
lielles,  leurs  solutions  communes  seront  les  coordonnées 
d'un  plan  qui  les  touchera  toutes  les  trois.  Trois  équations 
du  premier  degré  détermineront  donc  un  plan  passant  par 
les  trois  points  représentés  par  ces  équations. 

Problème.  —  Trouver  V équation  des  points  situés  sur  un 
plan  donné. 

L'équation  générale  du  point  est 

Si  l'on  désigne  par  ^',  y]',  "Q  les  coordonnées  du  plan,  on  expri- 
mera qu'il  passe  par  le  point  donné,  en  écrivant  que  ce  plan, 
dont  l'équation  est 

contient  le  point  dont  les  coordonnées  sont  -.?  -,,  -,,  ce  qui 
^  a     d    d         ^ 

donne 

a^ -\-  br^' -^  c'C^  —  d. 

Il  suffît,  comme  on  voit,  d'exprimer  que  les  coordonnées  du 
plan  satisfont  à  Inéquation  du  point. 

Plus  généralement  :  Pou?'  exprimer  quhine  surface 
(0  /(^,  r,,  0  =  0 

touche  un  plan  ?',  r/,  X^ ,  il  suffit  d'exprimer  que  Von  a 

caries  solutions  de  (i)  sont,  par  définition,  les  coordonnées 
de  ses  plans  tangents.  g 


OF  THB 

TNIVERSIT-^ 
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Pour  résoudre  un  problème  quelconque  de  coordonnées 
tangentielleS;  on  peut,  quand  on  ne  veut  pas  procéder  direc- 
tement, avoir  recours  aux  coordonnées  cartésiennes  et  trans- 
former les  formules  trouvées  en  coordonnées  tangentielles. 

Proposons-nous  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Problème  II.  —  Trouver  la  distance  dUin plan  (^ j'r\  ,  'Q) 

à  un  point 

a^~  bi\-\-  c^  =  d. 

L'équation  du  plan  est 


les  coordonnées  du  point  sont —  -.->  —  -i?  —  -^',  la  solution 

demandée  est  donc 

a\' -A- bt]  -\- c^ -\- d 

■   ds/^^-\-t^-^^' 

le  premier  membre  de  l'équation  d'un  point  est  donc,  à  un 
facteur  près,  la  distance  du  plan  (?,  yj,  Ç)  au  point. 

Problème  III.  —  Trouver  V équation  de  la  sphère  ayant 
son  centre  à  Vorigine. 

Cette  sphère  est  l'enveloppe  d'un  plan  situé  à  la  distance  F». 
de  l'origine  ;  il  faut  donc  exprimer  que  le  plan 

est  à  la  distance  R  de  l'origine  :  l'équation  de  la  sphère  est 
donc 

R  = 


ou  bien 

1  '       •  I 

en  posant  pour  la  symétrie  p  =  —  • 

Ces  quelques  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on 
aborderait  les  autres  questions  que  l'on  résout,  dans  les  élé- 
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ments  de  Géométrie  analytique,  avec  les  coordonnées  ordi- 


naires. 


XLIII.  —  Recherche  des  points  de  contact  des  surfaces 
avec  leur  plan  tangent. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'une  surface  dévelop- 
pable  donnée  par  les  équations 

?(^,   ^,    0  =  0,  ^{^,   Tj,    0=0; 

considérons  deux  plans  tangents  infiniment  voisins  ^,  v),  Ç, 
el  ^  -i-  d^^  7\  -{-  dr^,  Ç  +  ^/Ç;  ils  se  coupent  suivant  une  géné- 
ratrice; les  équations  de  cette  génératrice  sont  de  la  forme 

E_^       n-v]       z-c 


dl  d-n  dX,    ' 

et  l'on  verrait  qu'on  peut  aussi  les  mettre  sous  la  forme 

(0  (3_o|+(H-,)g+(Z-o5=o, 

Si  l'on  considère  alors  uniquement  la  surface  cp  =  o,  en  fai- 
sant varier  la  forme  de  la  fonction  ^^  toutes  les  droites  (i), 
(2)  passeront  par  le  point  fixe  (i);  or  ces  droites  sont  des  géné- 
ratrices des  développables  circonscrites  à  o  =  o.  Elles  passent 
toutes  par  le  point  de  contact  correspondant  au  plan  ^,  71,  Ç; 
donc  (i)  est  précisément  l'équation  du  point  de  contact  du 
plan  ^,  71,  Ç  avec  la  surface  o  =1=  o. 

On  arrive  au  même  résultat  en  cherchant  l'intersection  des 
plans  ?,-/],  Ç,  i  -H  h,  r,  +  /r,  Ç  +  /  et  i  4-  A',  '/]  +  k\  Ç  +  V. 
En  rendant  l'équation  cp  =  o  homogène,  l'équation  (1)  pourra 
être  remplacée  par 

ù\  07]  dÇ  dx 
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On  appelle  classe  d'une  surface  le  nombre  de  plans  tangents 
qu'on  peut  lui  mener  par  une  droite  donnée.  Il  est  facile  de 
voir  que  la  classe  d'une  surface  est  égale  au  degré  de  son 
équation  tangentielle. 
En  effet,  soient 


(D) 


a'  ç  -h  &'  Y)  H-  c'  ^  -f-  <i'  =  O 


les  équations  d'une  droite  et 

(S)  /(c:,  r,,  0-0 

l'équation  tangentielle  de  la  surface.  Les  solutions  communes 
à  ces  trois  équations  seront  les  coordonnées  des  plans  tangents 
à  la  surface  enveloppant  la  droite  D  ou  passant  par  cette 
droite;  le  nombre  de  ces  solutions  est  égal  au  degré  de/. 

C.     Q.     F.     D. 

Une  surface  de  classe  m  est  de  degré  ni[m  —  \)- ,  et  une 
surface  d'ordre  m  est  de  classe  jn{m  —  i)-. 

En  effet,  si  l'on  cherche  en  combien  de  points  la  surface  S 
coupe  la  droite  (D),  il  faudra  exprimer  que  le  point  de  con- 
tact du  plan  (i,  '(\,  t) 

(P) 

est  situé  sur  la  droite  (D),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que 
deux  plans  ^o?  '''io^  ?oi  "o  et  ii,  Th,  ^^  t,  passant  par  cette  droite 
passent  aussi  par  le  point  (P),  ce  qui  donne  les  deux  équa- 
tions 


^ 

'l^ 

nfn 

~^% 

+  0 

àf 

à\ 

à-h 

^c 

dx 

àf       ,    àf            df 

—  0; 

=  o, 

Ces  équations,  jointes  à  (i),  font  connaître  les  plans  tan- 
gents :  ils  sont  bien  au  nombre  de  ni(^m  —  i)^;  l'autre  partie 
de  la  démonstration  a  déjà  été  donnée  plus  haut.  Nous  nous 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  22 
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trouvons  ici  en  face  d'un  paradoxe  déjà  rencontré  et  expliqué 
en  Géométrie  plane. 

On  appelle  classe  d'une  courbe  ou  de  la  développable  à 
laquelle  elle  sert  d'arête  de  rebroussement  le  nombre  de 
plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à  cette  développable  par 
un  point  donné. 

La  développable  qui  a  pour  équations 


(I) 


?(ç,  ^,  0  =  0,  '^(X.  r,,  0-=o, 


la  première  du  degré  m,  la  seconde  du  degré  /i,  est  circon- 
scrite aux  surfaces  0^0,  (J>  =  o;  sa  classe  est  mn.  En  effet, 
considérons  un  point 


W 


cl-^d 


le  plan  tangent  à  la  développable  qui  passe  par  ce  point  satis- 
fait aux  équations  (i)  et  (2)  qui  sont  des  degrés  m,  n,  i;  il  en 
résulte  que  le  nombre  des  plans  tangents  cherchés  est  bien 
m/ij  comme  nous  l'avions  annoncé. 


XLIV.  —  Des  coordonnées  tétraédriques. 


Soit,  en  coordonnées  tétraédriques  ordinaires. 


(I) 


^ç  — J- 


l-i-tz^o 


l'équation  d'un  plan;  si  l'on  écrit  entre  les  variables  ?,  t],  Ç,  t 


une  relation  homogène 


w 


fil,  r,,  l,  t)  =  o, 


ce  plan  enveloppera  une  surface.  Pour  trouver  l'équation 
de  cette  surface,  il  faudra,  conformément  aux  règles  établies 
plus  haut,  écrire  les  équations  (i)  et 


X     y 

r    - 

àf     àf 
d\     àr, 

=  0, 

àf     àf 

O, 
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et  éliminer  entre  elles  ?,r,,  t^,T;  ces  équations  peuvent  s'écrire 


I    àf 

I    àf         i    df         \    ôf 

^  d^ 

y  dT^~  zdi:~  t  dx 

Pour  effectuer  l'élimination,  on  égalera  ces  rapports  à  une 
indéterminée  p,  que  l'on  éliminera  également. 

Au  contraire,  si  l'on  donnait  en  coordonnées  tétraédriques 
l'équation  d'une  surface 

/(^,  7,  z,  t)  =  o, 

on  exprimerait  que  le  plan  (i)  lui  est  tangent  en  éliminant 
^,  jK,  z-,  t  entre  cette  équation  (i)  et  les  équations  suivantes 

^   dx        ri  df         11,  ôz         X  dt 

ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  ce  qui  établit  immédiatement 
une  grande  analogie  entre  les  deux  problèmes. 

L'équation  (2  )  pourra  donc  être  regardée  comme  une  équa- 
tion, en  coordonnées  tétraédriques  tangentielles,  de  la  sur- 
face enveloppe  du  plan  (1).  Nous  ne  recommencerons  pas  ici 
une  théorie  déjà  faite  à  propos  des  coordonnées  ordinaires; 
nous  nous  bornerons  à  énoncer  quelques  propositions  : 

V équation  tangentielle  d'une  surface  s^ obtient  en  expri- 
mant que  le  plan  (i)  est  tangent  à  la  surface. 

Ainsi  l'équation  tangentielle  de  la  surface  2\^ij^i^j'==  o, 
où  x^  =  X,  Xo  =^',  ^3  =  -^5  ^4  =  ^1  est 

Ali     A12     A]3     Ai4     ^ 

A21        A22        A23        A24      'Tj 

A31        A32        A33       A34        ^ 
A41       A42       A43       A44       T 

^          r,  t         X       o 

Au  contraire,  l'équation  tétraédrique  ordinaire  de  la  surface 
enveloppe  %^  «/y^^^yr^  o  s'obtiendrait  en  remplaçant  dans  le 
déterminant  précédent  A  par  a  et  Ç,  r,,  Ç,  t  par  x,  y,  z,  t. 
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Deux  équations  simultanées  représentent  une  surface 
développable. 

Une  équation  du  premier  degré  représente  un  point. 

Deux  équations  du  premier  degré  représentent  une 
droite,  etc. 

On  peut  donner  une  interprétation  géométrique  assez, 
simple  des  nouvelles   variables  ^,  Y|,  Ç,  t. 

Observons  tout  d'abord  que,  si  l'équation  d'un  point  est 

ses  coordonnées  létraédriques  ordinaires  s'obtiendront  en 
portant  la  valeur  de  t  tirée  de  là  dans  l'équation  (i),  ce  qui 
donne 

l{at  —  dx)^r^{bt  —  dy)-\-t{ct  —  dz)=o\ 

en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  H,  r^,  Ç,  on  a 

a        b        c        d 

Ainsi,  dans  l'équation  tangentielle  du  point,  les  coefficients 
sont  proportionnels  à  ses  coordonnées  létraédriques,  de  même 
que  dans  l'équation  du  plan  ses  coefficients  sont  proportion- 
nels à  ses  coordonnées  tangentielles  létraédriques. 

Supposons  que  les  faces  du  tétraèdre  de  référence  aient 
respectivement  pour  équations 

^  =  a^X  -T-  p^Y  -^  v.rZ  —  0,^  1=  o, 
y  =  ayX  -\-  P,.Y  -^  Y^.Z  ~^y  =  o, 
z  -^  1.  X  —  î^,  Y  —  Y,  Z  —  0-  .:-  o, 
^  =:  a,X-4-  |3,Y-h  Y,Z-  o,:-o; 

le  plan  (i)  aura  pour  équation,  en  coordonnées   ordinaires, 

X(a,^  -f-  a,,r.  -(-  a,  ^  +  a,-:) -h  Y(  [3.,^  -f-  %^r,  -t-  p.^  +  !^/-)+  ...  =0. 

Posons 

(ao-;  +  ocj-r^  +  a^  ^  -h  a^ t)2 


I 
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désignons  enfin  par  V  le  volume  du  tétraèdre  de  référence  et 
par  a,  /;,  c,  d  ses  faces;  ses  hauteurs  seront 

^      V^      V^       v_ 

3a       36       3c       Zcl 

ce  seront  les  x^  y,  z  et  t  des  sommets.  Ceci  posé,  la  distance 
du  sommet  j^  =:  o,  ^  =  o,  ^  ^  o  au  plan  (i)  sera  donnée  par 
la  formule 

^^  -  3^  G' 

les  distances  /?j,  pz-,  pt  des  autres  sommets  au  même  plan 
seront  données  par  les  formules 

on  tire  de  là 

\  :  o.px  =  TQ  :  hpy  =  ^  :  c/>2  =  T  :  ^/^^ . 

Les  coordonnées  ^,  Tj,  Ç,  t  sont  donc  proportionnelles  aux 
distances  du  plan  (i)  aux  sommets  du  tétraèdre  et  aux  faces 
de  ce  tétraèdre;  en  sorte  que,  si  l'on  considérait  le  plan 

(4)  apx^  +  i'Py-y  +  cp~z  +  dpt;t  =  o, 

Px^  Pji  pzi  Pt  seraient  les  distances  de  ce  plan  aux  sommets 
du  tétraèdre  de  référence  et  l'équation  tangentielle 


'f{Px,Py,Pz,Pt)  =  0 

itre  les  distances  aux 
de  référence  d'une  tangente  à  la  surface  qu'elle  représente. 


serait  une  relation  entre  les  distances  aux  sommets  du  triangle 


XLV.  —  Remarques  au  sujet  des  coordonnées  tangentielles. 

Nous  ferons  une  remarque  sur  les  coordonnées  tangentielles 
dans  l'espace  :  les  coordonnées  d'un  point  et  d'un  plan  sont 
des  variables  contragrédientes.  Il  en  résulte  que,  les  équa- 
tions ordinaires  et  tangentielles  d'une  surface  étant  y  =  o  et 
cp  =  o,  /et  cp  sont  des  contrevariants. 
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Si/  est  du  second  degré,  cp  sera  son  adjointe  ;  car  la  substi- 
tution linéaire  effectuée  sur/,  telle  que 

,         l    df  X    df  ,         i    df  ,    df 

fournit  précisément  la  fonction  cp. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'équation  tangentielle  d'une  sur- 
face représente,  en  coordonnées  ordinaires,  la  transformée  par 
polaires  réciproques  de  cette  surface  par  rapport  à  la  sphère 
imaginaire 


X^-  +j2-+-^' 

2 -H 

t^-^ 

■■  0. 

Les 

coordonnées 

du 

pôle  du  plan 

tangent 

X 

àf 
dx 

dy 

àf 
dz 

-^% 

=  0 

sont 

données 

par 

ces  formules 

^: 

dx 

àf 
dz 

=  T  : 

àf 

obtenues  en   identifiant  l'équation  du  plan   tangent  avec  le 
plan  polaire  de  ;,  t),  t^,  t  par  rapport  à  la  sphère,  soit 


EXERCICES   ET   NOTES. 

1.  Circonscrire  à  une  sphère  un  conoïde  d'axe  donné  et  trouver  la 
projection  de  la  courbe  de  contact  sur  le  plan  directeur  du  conoïde. 
Etudier  spécialement  le  cas  où  le  conoïde  est  droit. 

2.  Circonscrire  à  une  surface  du  second  degré  une  surface  de 
révolution  d'axe  donné;  montrer  que  la  courbe  de  contact  est  une 
biquadratique  gauche  (ou  une  de  ses  variétés). 

3.  Montrer  que  toute  courbe  gauche  du  troisième  degré  peut  être 
représentée  par  des  équations  de  la  forme 

«,  ç,  w,  6  désignant  des  polynômes  du  troisième  degré  en   t. 
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Trouver  l'équation  de  la  développable,  lieu  des  tangentes  à  cette 
courbe. 

Réciproquement,  les  équations  (i)  représentent  une  courbe  gauche 
du  troisième  ordre.  Une  telle  courbe  peut  toujours  être  placée  sur 
deux  surfaces  du  second  degré  ayant  une  génératrice  commune. 

4.  Trouver  la  surface  qui,  par  rapport  à  un  point  donné,  admet 
pour  podaire  une  surface  donnée  S  (cas  où  S  est  un  plan,  une 
sphère). 

5.  F(5i,  ^2,  ^3,  ...)  =  o  étant  l'équation  d'une  surface,  ^i,  ^2,  ..» 
désignant  les  premiers  membres  d'équations  de  sphères,  mener  le  plan 
tangent  à  cette  surface. 

6.  On  fait  tourner  la  courbe  j  =:  o,  a?  =  sin^  autour  de  l'axe  des 
z\  elle  engendre  une  surface  de  révolution  R.  Prouver  que,  si  l'on 
éclaire  cette  surface  R  par  des  rayons  lumineux  parallèles  et  à  45° 
sur  l'axe  des  z,  l'ombre  propre  se  projettera  sur  le  plan  des  xy  sui- 
vant deux  cercles.  L'ombre  portée  sur  le  plan  des  xy  est. une  cycloïde. 

(DuNESME.) 

7.  Si  l'on  considère  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une 
conique  située  dans  le  plan  des  zx  ayant  ses  axes  parallèles  à  l'axe  des 
^  et  à  l'axe  des  ^,  tournant  autour  de  l'axe  des  z,  cette  surface,  éclai- 
rée par  des  rayons  parallèles,  aura  pour  courbe  d'ombre  propre  une 
ligne  qui,  projetée  sur  le  plan  des  xy,  fournira  une  conchoïde  de 
conique.  —  Trouver  la  courbe  d'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal. 

(DuNESME.) 

8.  La  surface 

^3  _|_  j3  _j_  ^3  __  3  xyz  =  a^ 

est  de  révolution,  trouver  et  étudier  le  méridien. 

9.  Trouver  la  condition  pour  que  l'équation  générale  du  troisième 
degré  rendue  homogène  représente  un  cône. 

10.  Toute  surface  de  révolution  touchée  par  un  cône  ou  un  cylindre 
suivant  une  courbe  plane  est  du  second  degré.  (De  la  Gournerie, 
Journal  de  V  Ecole  Polytechnique  ;  i858.) 

11.  Trouver  l'équation  de  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  con- 
stant dont  le  centre  décrit  une  hélice.  (L'hélice  a  pour  équations 
X  —  a  coscp,  y  =  asincp,  z=h^\  a,  h  désignant  des  constantes  et  o 
un  paramètre  variable.)  La  surface  en  question  est  la  vis  Saint- 
Gilles.  Trouver  la  courbe  d'ombre  propre  ou  d'ombre  portée  de  la 
vis  Saint-Gilles  sur  l'un  des  plans  de  coordonnées. 
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12.  Trouver  l'enveloppe  d'un  plan  mobile  qui  détache  dans  un 
trièdre  trirectangle  un  tétraèdre  de  volume  constant. 

43.  Trouver  l'enveloppe  (imaginaire)  d'une  série  de  surfaces  du 
second  degré  homofocales. 

14.  Trouver  l'enveloppe  d'une  série  d'ellipsoïdes  ayant  même  centre, 
même  direction  d'axes  et  même  volume. 

15.  Par  un  point  de  l'espace,  on  mène  des  plans  parallèles  aux 
plans  tangents  du  cône  asymptote  d'une  surface  du  second  ordre;  ces 
plans  coupent  la  surface  suivant  des  paraboles;  ces  paraboles  ont- 
elles  une  enveloppe? 

16.  Quelle  est  l'équation  générale  des  surfaces  développables  du 
troisième  degré. 

17.  L'arête  de  rebroussement  d'une  surface  développable  étant  de 
degré  m,  quel  est  le  degré  de  cette  surface? 

18.  L'équation  de  la  développable  circonscrite  à  deux  surfaces  du 
second  ordre  a  été  discutée  avec  soin  par  M.  Painvin  {voir  son 
Traité  lithographie  de  Géométrie  analytique^. 

19.  La  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  surface 
de  révolution  est  aussi  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques d'un  cône. 

20.  Soient/»,  q^  r^  ...  les  normales  communes  à  un  plan  mobile 
et  à  des  surfaces  fixes  P,  Q,  R,  ....  Si  l'on  pose 

/(/?,  q,  r,  ...)^o, 

ce   plan   enveloppera  une  surface;  pour  avoir  le  point  oii  ce   plan 
louche  son  enveloppe,  il  suffît  de  chercher  le  centre  de  gravité  de 

masses-.—  ?  -r— ,  •  •  •  placées  aux  pieds  des  normales/»,  ^,  /',   ...  sur 

le  plan  mobile. 

21.  Trouver  le  plus  court  chemin  d'une  courbe  à  une  autre,  d'une 
surface  à  une  autre,  ou  d'une  courbe  à  une  surface. 

22.  Trouver  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  en  rencon- 
trant des  courbes  ou  des  surfaces  données. 

23.  Etant  données  plusieurs  surfaces,  on  demande  de  trouver  un 
point  tel  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  normales  aux  sur- 
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faces  soit  un  minimum  (ce  point  est  le  centre  de  gravité  des  pieds 
des  normales  que  l'on  peut  mener  par  ces  points  aux  surfaces). 

24.  Le  nombre  de  normales  que  l'on  peut  mener  d'un  point  à  une 
courbe  de  degré  m  est  7n'^{ijn —  i). 

23.  Le  nombre  de  plans  normaux  que  l'on  peut  mener  d'un  point 
à  une  courbe  d'ordre  ?n  est  m'^  {im  —  i). 
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CHAPITRE  V. 

DES  QUESTIONS  QUI  DÉPENDENT  D'INFINIMENT  PETITS 
D'ORDRE  SUPÉRIEUR. 


I.  —  Longueur  d'un  arc  de  courbe  gauche. 

La  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  longueur  d'un 
arc  de  courbe,  en  Géométrie  plane,  s'applique  aux  courbes 
gauches;  ainsi  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  gauche  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  le  polygone  inscrit  dont  les  côtés 
deviennent  de  plus  en  plus  petits,  leur  nombre  croissant 
indéfiniment. 

Soient  .3?,^,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
quelconque  de  Tare  en  question  ;  la  longueur  L  d'un  polygone 
inscrit  peut  être  représentée  par  l'expression 


L  =^v/(A^)2  +  (Ax)2  +  (A^)"2 


OU 


ou  encore 


y'  et  z'  désignant  les  dérivées  de  y  et  s,  et  £  désignant  un 
infiniment  petit.  Si  l'on  construit  alors  la  courbe  plane  dont 
l'abscisse  est  x  et  l'ordonnée 


s/i  -;-y 
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Faire  de  cette  courbe  sera  la  limite  de 


^^x^~i 


■y 


et  cette  limite  existe;  la  limite  de\  £  A^  est  nulle,  car  c'est 
l'aire  d'une  courbe  dont  l'ordonnée  est  £,  et,  par  suite, 


^A^/ 


limL  =  lim  >   Aa?  v/i -h  r'^ -h  2  2. 


Nous  désignerons  par  s  la  limite  de  L,  c'est-à-dire,  par  défi- 
nition, la  longueur  de  l'arc.  La  différentielle  de  l'arc,  ou  ds^ 
sera  la  différentielle  de  l'aire  de  notre  courbe  auxiliaire,  dif- 
férentielle égale  à  son  ordonnée  multipliée  par  dx\  on  aura 
donc 

cls  ^=dx  \l  \  -^/'^  -I-  -s' 2 

ou,  en  élevant  au  carré, 

ds'^  =  c/^2  .^  ciy^  ^  <^^2. 

Cette  expression  de  la  différentielle  de  l'arc  la  fait  entrer 
utilement  dans  diverses  formules  :  ainsi,  par  exemple,  les 
cosinus  des  angles  que  la  tangente  à  une  courbe  fait  avec  les 
axes  sont  proportionnels  à  dx^dy,  dz  et,  par  suite,  égaux  à 

dx  dy  dz 


s/'dx'^  +  dy'^  +  dz^  S/^ dx°^  +  ^72  _+_  ^^2  ^ dx^  _x_  dy'^  -t-  dz'^ 

c'est-à-dire  à-,  ?  -;-?  -";  ainsi  dx^  dy,  dz  sont  les  projec- 
tions de  la  longueur  ds  portée  sur  la  tangente  et  non  pas, 
comme  on  dit  quelquefois,  les  projections  de  la  corde  joi- 
gnant deux  points  voisins. 

IL  —  Du  plan  osculateur. 

Par  un  point  d'une  courbe,  on  peut  mener  une  infinité  de 
plans  touchant  cette  courbe,  c'est-à-dire  passant  par  deux 
points  infiniment  voisins,  mais  il  en  est  un  parmi  eux  qui 
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doit  surtout  attirer  notre  attention,  c'est  celui  qui  passe  par 
trois  points  infiniment  voisins;  on  lui  a  donné  le  nom  de 
plan  o  s  dilate  ar . 

Ainsi,  le  plan  osculateur  d'une  courbe  en  un  point  est  la 
limite  du  plan  qui  passe  par  ce  point  et  deux  autres  points 
de  la  courbe  venant  se  confondre  avec  le  premier. 

Pour  trouver  l'équation  du  plan  osculateur  d'une  courbe 
au  point  x^  jk,  z^  on  remarquera  que,  le  plan  devant  passer 
par  le  point  x,  y,  z^  son  équation  sera  de  la  forme 

(i)  A(X  — ;r)^B(Y— 7)  +  G(Z— ^)  =  o, 

A,  B,  G  désignant  des  coefficients  à  déterminer.  Exprimons 
qu'il  passe  aussi  par  les  points  x  +  A^,  y  -\-  A/,  z  ^  ^z  et 

^  +  2  A^  +  A^^,  y -[- 2  AjK  +  A2j>/,  ^H-aAs  +  A-^,  infini- 
ment voisins  du  premier;  nous  aurons 

AA57-t-BAj-^GAz  =  o, 

A(2A^-i- A2a7)  +  B(2A7-i-  A2j)-+-G(2A^  + A2z)  =  o; 

la  dernière  formule  peut  être  remplacée  par 

AA2a7  +  BA2j  -+-  GA2^  =  o 

et,  si  alors  on  passe  aux  limites  (t.  T,  p.  loi),  on  aura  pour 
déterminer  A,  B,  G  les  équations 

(i)  Adx  -^Bcty  -h  Cdz  —  o, 

(3)  Ad'-x-{-Bd^-y-r-Cd'-z  =  o. 

Si,  entre  les  équations  (2),  (3)  et  l'équation  (i),  on  élimine 
A,  B,  G,  on  aura  l'équation  du  plan  osculateur 

X  — ^    Y— 7     Z  —  z 
dx  dy  dz 

d'^  X         d^y        <f  2  ^ 


ou 


(X  —  x){dy  d^z  —  d^y  dz)  +  ( Y  —y)(dz  d^x  —  d^z  dx) 

-+-  ( Z  —  z)\  dx  d'^y  —  d'^x  dy)  =  o. 

Le  plan  osculateur  d'une  courbe,  au  point  M  de  cette 
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courbe,  est  un  plan  passant  en  M  et  situé  à  une  distance 
du  point  W  infiniment  voisin  de  M  pris  sur  la  courbe, 
qui  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre. 

En  effet,  la  distance  du  point  x  -\-  A^,  y  +  A;k,  ^  +  A^  au 
plan  représenté  par  l'équation  (i)  est 

v/A2  -I-  B2  -^  G2 

Si  l'on  x'eut  exprimer  que  cette  quantité  est  du  troisième 
ordre,  il  faut  la  développer  par  la  formule  de  Taylor,  en 
observant  que  A^  =  dx  +  ^  «?-^  +  .  .  . ,  et  égaler  alors  à 
zéro  les  termes  contenant  les  infiniment  petits  du  premier 
et  du  second  ordre.  On  a  précisément  ainsi  les  formules  (2) 
et  (3).  Nous  généraliserons  plus  tard  cette  proposition. 

Le  plan  osculateur  est  aussi  la  limite  d'un  plan  passant 
par  une  tangente  parallèlement  et  la  tangente  infiniment 
voisine. 

En  effet,  l'équation  d'un  plan  passant  par  le  point  x,  y,  z 
est 

(i)  -         A(X  — ^)-^B(Y— 7)-hG(Z  — z)  =  o; 

s'il  passe  par  la  tangente  au  point  x\  y,  g,  on  a 

A  dx  -r- B  dy  -i-  C  dz  =  o  ; 

s'il  est  parallèle  à  la  tangente  voisine,  dont  les  coefficients 
directeurs  sont  dx  -^  d-x,  dy  +  d-y,  dz  +  d'-z^  on  a 

k{dx-^d^x)^V>{dy -r-d''-y)^Q.[dz-^-d''-z)  ^o; 

ces  équations  reviennent  à  (i),  (2)  et  (3)  :  donc,  etc. 

Disons  enfin  que  le  plan  osculateur  en  x,  y,  z  est  la 
limite  d'un  plan  passant  par  trois  points  variables  de  la 
courbe  venant  se  confondre  tous  trois  en  x^  y,  z. 

En  effet,  exprimant  que  le  plan 

AX  -^-  BY  -+-  GZ  -T-  D  =  o 
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passe  par  le  point 

X  -h  Air,     y  -h  AjK,     .z  -h  A^, 

puis  par  les  points 

^  H-  2  A^  -h  As^z-, 

et 

a" -4- 3  Aa7  H- 3  A^a? -I- A3a7,      ..., 

on  a 

A(X  — ^  — A;r)-+-B(Y— 7  — A7)-i-C(Z  — ^  — A,s)+  D  =  o, 

A(X  —  ^  —  1  b^x  —  A2a7)  -f- =  o, 

A(X  —  iP  — 3  Ax  — 3  A'^iP  — A3:p)  -4- =  o. 

En  combinant  ces  équations   et   en   négligeant   des   termes 
d'ordre  supérieur,  on  a 

A(X  — ^)  +  B(Y— 7)-f-G(Z  — ^)  =  o, 
A  A5?-^  B  A7  + G  A^  =:  o, 
A  A2:r  +  B  A2j  -f-  G  A2^  =  o, 

ce  qui,  en  passant  aux  limites,  fournit  les  équations 

A(X  — ;r)  +  B(Y-7)-HG(Z-z)  =  o, 
A  dx  -T-B  dy  -^  Cdz  =^  o, 
A  ^2^  +  B  d^-y  -^Cd^z  =  o. 

L'élimination  de  A,  B,  G  entre  ces  équations  donne  l'équation 
du  plan  osculateur  :  donc,  etc.  c.   q.  f.   d. 

Théorème.  —  U intersection  de  deux  plans  oscillateurs 
infiniment  voisins  est  une  tangente  à  la  cowbe. 

En  effet,  soit 

(4)  P-o 

l'équation  du  plan  osculateur  au  point  (^,jK,  ^);  l'équation  du 
plan  osculateur  au  point  infiniment  voisin, 

X  H-  dx,        y  H-  dy,         z  -\-  dz, 


QUESTIONS    DÉPENDANT    d'iNFINIMENT    PETITS.  35l 

s'obtiendra  en  changeant   dans  l'équation  précédente  x  en 
X  -4-  dx^y  ewy  +  dy^  et^  en  s  +  dz\  cette  équation  sera  donc 

(5)  P-i-^P=.o. 

Cette    équation  et  (4)  représentent    l'intersection  de   deux 
plans  osculateurs  infiniment  voisins. 

On  peut  remplacer  d'ailleurs  l'équation  (5)  par  6/P  =  o,  en 
sorte  que  l'intersection  cherchée  peut  être  représentée  par 
les  deux  équations 

(6)  A(X-^)-+-B(Y-j)G(Z-^)=:o, 

dk (X  —  cc)  —  dB(Y  — j)  -^  dC{Z  —  z)  —  (A  dx  -i-  B  dy  ~-  G  dz)  =  o  ; 
en  vertu  de  (2),  cette  dernière  formule  se  réduit  à 
^A(X  — ^)-+-^B(Y— 7)^^G(Z  — ^)  =  o; 
combinée  avec  (6),  elle  donne 

X~x  Y  — .r  Z  —  z 


(7) 


BdC  —  CdB        GdA-^AdG        AdB  —  BdA 


Ce  sont  encore  les  équations  de  l'intersection  de  deux  plans 
osculateurs  infiniment  voisins;  mais,  en  posant 

A  =  (dyd^z  —  d^y  dz)  d^x 

+  {^dz  d'^x  —  d'^zdx)  d^y  --  (dx  d'^y  —  d^x  dy)d^z^ 

on  a 

BdG~GdB  ^dx.t^,         CdA--  AdC=^  d/.t^, 

AdB  —  BdA^dz.i:.. 

Ces  formules  (^)  peuvent  donc  s'écrire,  en  multipliant  par  A, 

X  —  X  _  Y  —  y  _  Z  —  3 


y 


dx  dy  dz 

ce  sont  les  équations  de  la  tangente  :  donc,  etc.      c.   q.   f.   d. 

Il   résulte  de  là   que  l'enveloppe  des  plans  osculateurs 
d'une  courbe  gauche  est  le  lieu  de  ses  tangentes. 

Par  suite  : 

Le   lieu  des  tangentes  à  une  courbe  gauche  est   une 
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surface  développahle,  dont  le  plan  tangent  est  oscillateur 
à  V arête  de  rebroussement. 


III.  —  Projections  cylindriques  et  coniques  des  courbes  gauches. 

Rapportons  une  courbe  gauche  à  son  plan  osculateur  pris 
pour  plan  des  xy\  nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  tangente, 
pour  axe  des  y  la  normale  tracée  dans  le  plan  osculateur  qu'on 
appelle  la  normale  principale  ;  l'axe  des  z  sera  alors  la  nor- 
male perpendiculaire  au   plan  osculateur  ou  la  binormale. 

L'équation  du  plan  osculateur  devra  se  réduire  à 

Z  —  o; 

on  devra  donc  avoir,  pour  ^  =  o,  j'  =  o,  ^  =  o, 

(  i  )  d'^z  dy  —  d^y  dz  =^  o, 

(  '2  )  d^^  X  dz  —  «^2  ^  dx  —  o  ; 

en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  X  et  Y  dans  l'équation 
générale  du  plan  osculateur,  on  devra  avoir  en  outre 

dx  dy  dz 

^^)  7/.=^'       ^==^'       ^.="' 

puisque  l'axe  des  x  est  la  tangente,  et  que  les  trois  quantités 
précédentes  sont  les  cosinus  directeurs  de  cette  tangente.  Les 
équations  (i)  et  (2)  se  réduisent  alors  à  o  =  o  et  d'-z^=  o. 

Supposons  que  Ton  prenne  pour  variable  l'arc  s  compté  à 
partir  de  l'origine  des  coordonnées.  En  appelant  x' ,  y' ^  z' , 
x" ^  y  ^  z" ^  .  .  .  les  dérivées  successives  de  x^y,  z  pour  s=^  o, 
on  a,  par  la  formule  de  Taylor,  et  en  tenant  compte  des  rela- 


dx 
tions  -T-  = 
ds 

-''   ds- 

dz              d^z 

X  ~  s  -V-  —  s^--\-.  .  ., 

y"  , 
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On  conclut  de  ces  formules  que  les  rapports  —y  —  ?  "^  sont 
finis  pour  5  =  0;  donc  on  peut  écrire 

y  =  ax^  -h  w,         z  =  hx^  -f-  w',         z"*-  =  cy^  -f-  w", 

a,  6,  c  désignant  des  constantes  et  co,  w',  w"  des  quantités 
infiniment  petites  d'ordre  supérieur. 

Il  en  résulte  que,  si  x  est  assez  petit,  ces  équations,  qui 
sont  celles  de  la  projection  de  la  courbe  sur  les  plans  coor- 
donnés, sont  sensiblement  celles  des  courbes 

y  zL^  ax^,         z  —  bx^,         ^2  —  Qy3^ 

Ainsi,  projetée  :  1°  sur  son  plan  oscillateur,  la  courbe 
ne  présente  aucune  particularité  ;  2°  sur  le  plan  normal, 
elle  présente  un  point  de  rebroussement  ordinaire  et  3*^  sur 
le  plan  tangent  passant  par  la  binormale,  une  inflexion. 

Ces  résultats  peuvent  être  généralisés  : 

Supposons  que  l'on  regarde  une  courbe  gauche  en  plaçant 
l'œil  sur  la  binormale,  cette  courbe  ne  présentera  aucune  par- 
ticularité ;  si  l'œil  est  placé  sur  la  tangente,  la  courbe  présente 
au  point  que  l'on  considère  un  rebroussement  de  première 
espèce;  enfin,  en  plaçant  l'œil  sur  la  normale  principale,  la 
courbe  présente  un  point  d'inflexion;  en  eff'et,  dans  le  voisi- 
nage du  point  considéré,  la  perspective  de  la  courbe  se  con- 
fond sensiblement  avec  une  projection  orthogonale. 


IV.  —  Du  contact  des  courbes  gauches. 

Deux  courbes  gauches  passant  au  point  M  ont  en  ce  point 
an  contact  d'ordre  n  si,  considérant  une  sécante  PP'  com- 
mune à  ces  deux  courbes,  menée  dans  le  voisinage  du  point  M, 
la  portion  PP' de  sécante  comprise  entre  les  deux  courbes  est 
d'ordre  n  -H  1  par  rapport  aux  distances  MP  ou  MP'. 

Supposer  MP  et  MP'  de  même  ordre,  c'est  supposer  que  PP' 
n'est  pas  parallèle  à  la  tangente  en  M  à  l'une  des  deux  courbes. 
D'ailleurs,  en  répétant  les  raisonnements  faits  en  Géométrie 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  28 
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plane,  on  démontrerait  que  l'ordre  de  PP'  ne  dépend  pas  de 
son  orientation. 

Pour  trouver  les  conditions  du  contact  d'ordre  n  de  deux 
courbes  passant  au  point  M,  désignons  par  x^  y^  z  ou 
par  x^,  jKo  ^1  les  coordonnées  du  point  M  suivant  qu'on  le 
considérera  comme  appartenant  à  la  première  ou  à  la  seconde 
courbe.  Les  coordonnées  du  point  P  voisin  de  M  sur  la  pre- 
mière courbe  seront  x  -^  ^.x,  r  +  Ajk,  z  +  A^,  et  les  coor- 
données du  point  P'  voisin  de  M  sur  la  seconde  courbe  seront 
^1-l-A.^i,  jKi  +  AjKi,  ^i  +  Azi.  Pour  qu'il  y  ait  contact 
d'ordre  M,  il  faudra  que  PP^,  ou  ses  projections  A^  —  A^i, 
Ar  —  Aj'i ,  A^  —  A^i,  soient  d'ordre  n  ^-  i  au  moins.  (L'une 
d'elles  devra  être  de  l'ordre  /i  +  i  si  l'on  veut  que  le  contact 
soit  précisément  d'ordre  n.) 

Mais,  pour  que  ces  conclusions  soient  exactes,  il  faut  que 
la  variable  indépendante  dont  dépend  la  position  des  points  P 
et  P^  soit  telle  que  PP'  ne  soit  pas  parallèle  à  la  tangente  à 
l'une  des  deux  courbes.  On  pourra,  par  exemple,  prendre 
x=^x^  pour  variable  indépendante;  les  points  P  et  P'  s'ob- 
tiendront alors  en  coupant  les  deux  courbes  par  un  plan 
parallèle  au  plan  àesyz. 

Ces  restrictions  une  fois  posées,  si  l'on  observe  que,  en  vertu 
de  la  formule  de  Taylor, 

Lx  —  Aa7i  —  dx  —  dxi -^  {-(d^x  —  d^Xi)-^ .  . ., 
Ly  —  A71  =:  c?7  -  dy,  ^  \{d^y  -  d^y,)-^.  . . , 
A^  —  ^Zl  ^  dz  ^dz^  -\-\{^d^z  —  ^2^1)+.  ,  ., 

on  voit  que  les  conditions  de  contact  d'ordre  n  sont 


dx  —  dxi  =  0, 

d^-x—  d^-Xi  =  o, 

.  .,         d'Kv  —  d'^Xi^o, 

<^7  —  ^Ji  =  0, 

d^^y~-d^y,  =  o, 

.  . ,         d'^y  —  d"-yi  —  0, 

dz  —  dzi  =  0, 

d'Z  —  â?2^j  —  Oj 

. .,         d^z  —  d^Zi  =0. 

Quand  on  prend  x^=Xt  pour  variable  indépendante,  on  a 
dx-=  Oj  dxi  =  o,  .  .  .,d'^x=^o^d^Xi  =  o  et  les  conditions 
écrites  sur  la  première  ligne  sont  satisfaites  d'elles-mêmes  : 
donc  il  faut  2/1  conditions  pour  assurer  le  contact  d'ordre  n. 
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Dans  la  pratique,  pour  exprimer  que  deux  courbes  ont  un 
€ontact  d'ordre  n^  on  difTérentie  les  équations  de  l'une  des 
courbes  et  l'on  y  remplace  les  différentielles  de  x^y^  z  par 
les  différentielles  déduites  des  équations  de  l'autre  cou]be. 
Il  conviendra,  en  général,  de  prendre  pour  variable  indépen- 
dante l'une  des  coordonnées  x,  jk,  ^,  ou  l'arc  s  que  l'on 
prendra  le  même  dans  les  deux  courbes.  (  Voir  les  remarques 
faites  en  Géométrie  plane.) 

Théorème  I.  —  Deux  courbes  ont  un  contact  d^ ordre  n 
quand  leurs  projections  sur  un  plan  quelconc[ue  ont  un 
contact  d^ ordre  n^  et  vice  versa. 

En  effet,  la  distance  PP'  considérée  tout  à  l'heure  est  du 
même  ordre  que  sa  projection,  pourvu  que  la  projection  ne 
s'effectue  pas  sur  un  plan  normal  commun  aux  deux  courbes. 

Théorème  II.  —  Deux  courbes  ont  un  contact  d'ordre  n^ 
quand  elles  sont  la  limite  de  deux  courbes  variables  se 
coupant  en  n  ^  i  points  confondus. 

En  effet,  leurs  projections  ont  un  contact  d'ordre  n.  Il  va 
sans  dire  que  deux  courbes  qui  ont  un  contact  du  premier 
ordre  sont  tangentes;  car,  l'angle  PMP'  ayant  un  côté  PP'  du 
second  ordre,  l'ailgle  M  sera  nul  à  la  limite;  puisque 

sinM        sinP 


PP' 


P  étant  fini  par  hypothèse,  MP'  étant  du  premier  ordre,  M  doit 
être  nul  à  la  limite,  si  PP'  est  du  second  ordre.  Ainsi  MP  et  MP' 
ont  même  position  limite  ;  or  ces  positions  limites  sont  celles 
des  tangentes  aux  courbes  en  M. 

V.  —  Contact  des  courbes  et  des  surfaces. 

Une  courbe  a  avec  une  surface  un  contact  d'ordre  n  au 
point  commun  M,  quand  une  droite  PP' voisine  de  M  rencontre 
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la  courbe  et  la  surface  en  des  points  P  et  P',  tels  que  PP^  soit 
d'ordre  n  +  i  par  rapport  à  MP.  En  supposant  que  PP'  ne 
soit  à  la  limite  ni  tangent  à  la  courbe  ni  tangent  à  la  surface, 
on  prouve  que  cette  définition  est  indépendante  de  l'orienta- 
tion de  PF. 

Pour  trouver  les  conditions  du  contact  d'ordre  n  d'une 
courbe  et  d'une  surface,  nous  supposerons  que  l'axe  des  z  ne 
soit  parallèle  ni  à  la  tangente  en  M  à  la  courbe,  ni  au  plan 
tangent  en  M  à  la  surface.  Le  cylindre  projetant  la  courbe  sur 
le  plan  des  xy  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  qui  doit 
avoir  avec  la  proposée  un  contact  d'ordre  n,  car  la  distance 
de  deux  points  de  ces  courbes  comptée  parallèlement  à  l'axe 
des  z  est  d'ordre  ^^  -h  i,  et  réciproquement. 

Soient  donc 

(1)  x=.^{z), 

(2)  y  =  ^{^). 

(3)  /(^,,r)  =  o 
les  équations  de  la  courbe, 

(4)  ¥{x,y,z)  =  o 

celle  de  la  surface  ;  il  suffira,  pour  assurer  le  contact  d'ordre  n, 
d'exprimer  que  la  courbe  représentée  par 

F  =  o,        /  =  o 

a  un  contact  d'ordre  n  avec  celle  qui  est  représentée  par 

Pour  cela,  on  exprimera  que  les  valeurs  de  dx,  dy^  dz,  .  .  . , 
déduites  des  équations  de  la  courbe  proposée,  sont  les  mêmes 
que  celles  que  l'on  déduirait  de  F  =  o  et  de/=o;  pour 
exprimer  ces  conditions,  on  peut  difi'érentier  n  fois 

F  =  o,       /  =  o, 

et  remplacer  x^  y,  z,  dx,  dy^  dz^  d'-x,  ...  par  leurs  valeurs 
tirées  de  ^  =  o(z),  y  =  '\'{z);  mais  alors/ :=  o,  df=  o,  .  . . 
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donnent  des  identités,  et  les  conditions  du  contact  d'ordre  n 
sont  que  les  équations 

F=o,        d¥=o,         ...,        c?«F  =  o 

aient   lieu    quand   on  y  remplace  x^  y^  z  par  leurs  valeurs 

déduites  de  ^  =  cp(^),  jK  =  ^(2). 

Théorème.  —  Si  une  courbe  variable  déforme  rencontre 
une  surface  en  n  -\-  i  points,  et  que,  eu  égard  à  la  varia- 
bilité de  certains  paramètres,  les  points  en  question  vien- 
nent se  confondre  en  un  seul,  la  courbe  et  la  surface  auront 
un  contact  d^ ordre  n. 

En  effet,  si  l'on  projette  la  courbe  sur  la  surface  à  l'aide  de 
projetantes  parallèles  à  une  direction  fixe,  on  obtiendra  une 
courbe  qui,  à  la  limite,  aura  avec  la  proposée  un  contact 
d'ordre  /i,  puisqu'elle  a  évidemment  avec  celle-ci  n  -j-  i  points 
communs  qui,  à  la  limite,  viennent  se  confondre  en  un  seul 
situé  sur  la  surface. 

La  définition  que  nous  avons  donnée  plus  haut  du  plan 
osculateur  nous  montre  que  ce  plan  a  avec  la  courbe  un  con- 
tact du  second  ordre;  car,  pour  obtenir  son  équation,  nous 
avons  exprimé  que  les  différentielles  première  et  seconde  du 
premier  membre  de  son  équation  étaient  nulles,  en  supposant 
x^  y,  z  tirés  des  équations  de  la  courbe. 

Deux  courbes  sont  osculatrices,  une  courbe  est  osculatrice 
d'une  surface,  quand  l'ordre  de  leur  contact  est  aussi  élevé 
que  possible,  eu  égard  au  nombre  des  paramètres  arbitraires 
que  leurs  équations  renferment. 

Ainsi,  un  plan  renfermant  trois  paramètres,  on  pourra 
le  faire  passer  par  trois  points  donnés  seulement;  il  ne 
pourra  donc  avoir  avec  une  courbe  un  contact  d'ordre  supé- 
rieur au  second,  et,  quand  il  aura  un  contact  de  cet  ordre,  il 
sera  osculateur. 

Accidentellement,  deux  courbes  ou  une  surface  et  une 
courbe  peuvent  avoir  un  conctact  d'ordre  plus  élevé  qu'on 
ne  pourrait  le  supposer,  eu  égard  au  nombre  des  paramètres 
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que  renferment  leurs  équations;  on  dit  alors  qu'il  y  a  suros- 
culatioji.  Nous  avons  donné  des  exemples  de  surosculation  en 
Géométrie  plane;  nous  en  donnerons  bientôt  de  nouveaux. 

VI.  —  Droite  osculatrice  et  plan  osculateur  d'une  courbe. 

Les  équations  d'une  droite  sont  de  la  forme 

(i)  œ  =  az -^  CL,        y  —  bz -^'^. 

Pour  qu'elle  ait  un  contact  d'ordre  Ji  avec  une  courbe,  il  faut 
que  les  dx,  dy,  d'-x,  d'-y,  ...  de  la  courbe  soient  égaux  à 
ceux  de  la  droite  ;  on  doit  donc  avoir 

(2)  dx  =  a  dz,  dy  —  b  dz, 

(3)  d'^x  =  o,  d-y  =  o, 


les  équations  (1)  et  (2)  déterminent  a,  b,  cf.,  p,  quand  on  s'est 
donné  x,  y^  z.  La  droite  osculatrice  d'une  courbe  en  un 
point  donné  a  donc  en  général  un  contact  du  premier  ordre 
avec  cette  courbe,  et  les  équations  (2)  montrent  que  c'est  la 
tangente  au  point  donné. 

Les  points  où  l'on  a  d-x  =  0,  d'^y  =  o  sont  ce  qu'on  peut 
appeler  des  points  à^  inflexion  ;  le  plan  osculateur  y  est  indé- 
terminé. 

L'équation  du  plan  est  de  la  forme 

AX-i-BY  +  GZ-i-D  =0 

et  contient  trois  paramètres;  on  peut  donc  le  faire  passer  par 
trois  points  confondus  en  un  seul,  et  alors  il  sera  osculateur; 
on  déterminera  ses  coefficients  par  les  formules 

Kx  +  BjK  -h  G^  -4-  D  —  o, 

kdx  -\-^dy  -Ar  Q^dz  =0, 

kd^x^Y^d'^y-^Cd'z  =  o. 

En  certains  points,  il  pourra  se  faire  qu'on  ait  en  outre 

A  d^x  -^Bd^y-^C  d^z  =  o, 
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et  alors  rélimination  de  A,  B,  G  donnera 

dx       dy       dz    1 

d^x    d^-y     d-z   1=0         ou  A=:o; 

i   d^x     d^'y     d^z   \ 

le  plan  osculateur  est  alors  surosculateur  ou  stationnaire, 
et  la  courbe  se  confond  sensiblement  avec  une  courbe  plane 
dans  le  voisinage  du  point  {x,y,  z). 

Supposons  une  courbe  donnée  par  ses  équations  ;  on  pourra 
poser  A  =  o.  Cette  équation,  jointe  à  celles  de  la  courbe,  dé- 
terminera un  certain  nombre  de  points  où  le  plan  osculateur 
sera  stationnaire.  Ainsi,  sur  toutes  les  courbes,  en  général, 
il  existe  de  tels  points. 

Enfin  il  pourrait  arriver  que,  en  certains  points,  le  plan 
osculateur  eût  un  contact  d'ordre  encore  supérieur;  mais  il 
faudrait  une  équation  de  plus  pour  exprimer  cette  circon- 
stance. Il  en  résulte  que  les  courbes  ne  possèdent  pas,  en 
général,  de  tels  points. 

VII.  —  Cercle  osculateur. 

Le  cercle  est  déterminé  par  trois  points  :  le  cercle  oscula- 
teur d'une  courbe  sera  celui  qui  passera  par  trois  points  infi- 
niment voisins  de  cette  courbe.  On  peut  prévoir  que  le  plan 
de  ce  cercle  sera  le  plan  osculateur,  puisqu'il  passe  par  trois 
points  infiniment  voisins  de  la  courbe.  Vérifions  cela  par  le 
calcul. 

Les  équations  d'un  cercle  sont 

(i)  A^  +  Bj-f-Ciî-i-D  =  0, 

(2)  {X  -  a)2  -f-  (j  -  ^Y  +  (^  -  Y)2  =  KK 

Pour  exprimer  que  ce  cercle  est  osculateur,  il  faut  écrire  qu'il 
passe  par  le  point  [x,  y,  z-)  de  la  courbe  et  que  ses  dx^  dy,  dz^ 
d'^x,  ...  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  courbe.  Pour  cela, 
nous  écrirons  que  les  équations  (i)  et  (2)  ont  lieu  pour  un 
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point  de  la  courbe;  cette  condition  est  toute  écrite  si^  etjr 
sont  supposés  calculés  en  fonction  de  ^  à  l'aide  des  équations 
de  la  courbe.  Différentiant  alors  les  formules  (i)  et  (2),  nous 
exprimerons  qu'elles  ont  encore  lieu  quand  on  y  remplace 
Xy  y,  z,  dx,  dy^  dz  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
de  la  courbe,  et  nous  différentierons  ainsi  jusqu'à  ce  que 
nous  ayons  juste  assez  d'équations  pour  déterminer  les  coef- 
ficients A,  B,  C,  D,  a,  p,  y,  R.  Nous  trouvons  ainsi,  outre 
les  équations  (i),  (2)  entendues  comme  il  a  été  dit, 

(3)  kdx-r-'^dy^Ç.dz^o, 

(4)  {x  —  (j?jdx -^{y —^)dy -^{z  —  y)dz —  o. 

On  peut  encore  écrire  deux  équations  pour  déterminer  les 
sept  coefficients  auxquels  se  réduisent  A,  B,  .  .  . ,  R.  Diffé- 
rentions  encore  et  nous  aurons 

(5)  A<i2^-f-B^2^-HC^2^=0, 

(6)  (37—  à)^2^-i-(7—  P)^2^-f-(^  —  Y)^2^  =  6/52. 

Il  semble  qu'il  reste  un  coefficient  indéterminé  dans  le  ré- 
sultat; mais  les  équations  (i)  et  (2)  représentent  d'une  infi- 
nité de  manières  le  même  cercle,  et  l'on  peut  supposer 

Aa-{-Bp-i-GY-f-D=o; 

a,  [3,  Y  seront  alors  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
osculateur.  Cette  formule  permet  d'écrire  l'équation  (i)  ainsi 

(7)  A(^-a)  +  B(7-[3)  +  G(^-Y)  =  o 

et  d'éliminer  D. 

Pour  calculer  a,  p,  y  et  R,  ce  qu'il  nous  importe  surtout 
de  connaître,  nous  observerons  que,  si  pour  un  moment 
a,  p,  Y  sont  considérés  comme  coordonnées  courantes, 
l'équation  (4)  représente  un  plan  normal,  et  l'équation  (6), 
obtenue  en  différentiant  (4),  est  l'équation  d'un  plan  passant 
par  l'intersection  du  plan  normal  avec  le  plan  normal  infini- 
ment voisin;  les  formules  (4)  et  (6)  représentent  l'axe  du 
cercle   osculateur.   Ainsi,   Vaxe  du  cercle   osculateur   est 
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V intersection  de  deux  plans  normaux,  infiniment  voisins. 
Les  équations  (3),  (5),  (7)  sont  celles  du  plan  osculateur. 
Ainsi  : 

Théorème.  —  Le  plan  du  cercle  osculateur  est  le  plan 
osculateur. 

En  résolvant  les  formules  (4),  (6)^  (7)  et  en  observant  que 
K^=dyd-z  —  d-ydz^  .  .  . ,  puis  en  posant D- =  A-  -1- B-  4-0^, 
on  trouve 

(8)^  — a=  -—  [dz{d'-xdz  —  d^zdx)  —  dy{d'-ydx  —  d^xdy)]. 
Cette  formule  se  simplifie  et  donne  successivement 

^ç2 

^  —  a  =  Y^  [d'^x^dy^-^  dz''-)  —  dxid'^zdz  -i-d^ydy)], 

ds^ 

X  —  a  =  -—  \^d'^x{ds'*--  —  dx''-)  —  dx{dsd^-s  —  dxd'^x)], 

ds^ 
(9)       X — oi—-—{d^xds  —  d^sdx). 

Pour  calculer  R,  nous  observerons  que  la  formule  (8)  peut 
s'écrire 

{x-a.)=^^{^dz~Cdy)- 

en  ajoutant  cette  équation  avec  celles  qui  donnent  y — (^, 
z  —  y,  après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  a 

K^=~^{Bdz-Cdyy 

ou,  en  vertu  d'une  identité  bien  connue, 

ds'* 
R2  3:z  —  [( A2  +  B2-+-  G2)(6^^2_4_  ^^2 _^  ^^2)  —  (J^dx^Bdy  -{-CdzY], 

c'est-à-dire,  en  observant  que  le  second  terme  est  nul, 

ds^ 

R2=^D2^52 
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OU,  réductions  faites, 

(.0)  R=^ 

OU  enfin 


(lo  bis)    R  = 


[{dy  d'^z  —  dz  d^yY  -r-  idz  d'*-  x  —  dxd^  zf  -h  {dx  d^y  —  dy  d'^  xf^ 

Le  cercle  osculateur  étant  tangent  à  la  courbe,  le  rayon  de 

courbure  du  point  de  contact  est  dirigé  suivant  une  normale 

à  la  courbe  ;  cette  normale,  située  dansle  plan  osculateur,  porte 

le  nom  de  normale  principale.  Nous  la  supposerons  dirigée 

de  la  courbe  vers  le  centre  du  cercle  osculateur;  ses  cosinus 

T        .  1         ^  —  a     y  —  Ss  —  Y       5.^T 

directeurs  sont  alors  — j^—,  "^-^^  y      t>     '  c  est-a-dire 

K  r\  K 

ds^ 
=^^=—  (d^x  ds  —  d'^s  dx  ) ,      .  .  . , 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (lo), 

,     ^      ^  d^'xds  —  d^sdx       ^  d'^yds  —  d'^sdy       ^  d^zds  —  d^sdz 

(il)     R -,- ,     R  -^^^ -j- ^?     R -,-. 

^     ^  ds^  ds^  ds^ 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  observer  que,  quand  l'arc 
est  variable  indépendante,  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male principale  se  réduisent  à 

d'-x      ^  d\y  d'-z 

^7/^'     ^"^'     ^^' 

En  écrivant  que  la  somme  de  leurs  carrés  est  l'unité,  on  trouve 

I    _/d^Y      fd'-yy   ,    /d'-z 
'R^~[d^)   '^[d^J    '^[ds'- 


VIII.  —  Des  deux  courbures  des  courbes  gauches. 

Dans  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  comme  dans  la 
Géométrie  à  deux  dimensions,  il  est  naturel  de  mesurer  la 
courbure  d'une  courbe  par  l'inverse  du  rayon  du  cercle  oscu- 
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lateiir.  On  arrive  aussi  d'une  autre  manière  à  la  mesure  de  la 
courbure. 

Si,  comme  en  Géométrie  plane,  nous  appelons  angle  de 
contingence  l'angle  de  deux  tangentes  voisines;  si  nous 
appelons  dt  cet  angle;  si  nous  désignons  en  outre  par  6/5  l'arc 

correspondant,  -^  sera  ce  que  nous  appellerons  la  courbure. 

Mais,  indépendamment  de  cette  courbure,  les  courbes 
gauches  en  possèdent  une  autre  (qui  fait,  par  exemple,  que 
l'hélice  a  un  pas);  cette  courbure  ou  torsion  est  produite  par 
le  déplacement  du  plan  osculateur.  Nous  la  mesurerons  à 
l'aide  des  considérations  suivantes. 

L'angle  que  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins  font 
entre  eux  au  point  M  d'une  courbe  est  appelé  angle  de  tor- 
sion. 

En  désignant  par  diù  l'angle  de  torsion,  ds  l'arc  correspon- 
dant, -p  est  ce  que  l'on  appelle  la  torsion  en  M. 

Pour  calculer  la  courbure  et  la  torsion,  nous  ferons  usage 
d'un  lemme  que  nous  allons  démontrer. 

Lemme.  —  Soient  a,  p,  y  et  (x^,  pi,  yi  les  coefficients 
directeurs  de  deux  droites,  8  leur  angle;  on  a 

Supposons  maintenant  que  ai,  j^i,  yi  soient  ce  que  devien- 
nent a,  j^,  y  quand  on  passe  de  la  droite  a,  [5i,  y  supposée 
mobile  à  sa  position  infiniment  voisine;  on  aura 

et  la  formule  (i)  donnera 

^^)  -  (a2  4-^2_4_Y2)2 

Telle  est  l'expression  que  nous  voulions  obtenir  de  l'angle  de 
deux  droites  infiniment  voisines. 
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Applications.  —  Supposons  d'abord  que  a,  [^,  y  repré- 
sentent les  coefficients  directeurs  de  la  tangente  à  une  courbe 
au  point  (^,  jr,  z),  et  soit  ds  l'élément  d'arc  de  cette  courbe  ; 
on  aura  a  =  clx,  ^  =  dy,  y  =  dz,  et  ^  =z  de  sera  l'angle  de 
contingence  ;  il  viendra  alors 

_  {dycPz  —  dzd'^ yf-  +  {dz d^ x  —  dx d^ zY -V- {dy d'^x  —  dxd^yf 

en  divisant  par  ds-  et  en  appelant  —  la  courbure,  on  aura 

(    \       I   _{dyd^z  —  dz  d^yY  -h  {dz d'-x  —  dx d^  zf  +  {dy  d'^x  —  dx  d^  yY- 

Nous  appellerons  R  le  rayon  de  courbure;  nous  pouvons 
observer  qu'en  désignant  par  A,  B,  G  les  coefficients  du  plan 
osculateur,  on  a 

^^^''^  R2  =  d^^ ' 

la  formule  (2)  peut  encore  s'écrire 

I         {dx''  +  dy''-\-dz''-){d''x''  +  d^y''^d^z''-)  —  'î{dxd'x  +  dyd-y-\-dzd^z'') 

(2  ter)     —  =  '^ -^ ^ Yj^ ^ -^ — -^ - 

R'  ds'' 

En  observant  que  dx'^  -\-  dy^  -\-  dz-  =  ds^  et  qu'en  dilFé- 
rentiant  on  a  dx  d-x -]- dy  d^y -{- dz  d'-z  =  dsd'^s,  la  for- 
mule (2  tej^)  devient 

I  ds^~  (  ^'2  X^-  H-  ^2  y2  _i_^2  ^2  )  _  9^  ^5  <^2  g 


R2    -  ^^6 

si  donc  on  prend  s  pour  variable  indépendante,  on  a  6^-5  =  o, 
et 

/ox  I  fd'-xY       /d^yY       /d^zy 

formule  souvent  utile,  et  qui  montre,  ainsi  que  (2),  que  le 
rayon  de  courbure  est  égal  au  rayon  du  cercle  osculateur 

{voir  p.  359). 
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Supposons  en  second  lieu  que  l'on  prenne 


(4) 


a  —  A  =  d^y  dz  —  d^z  dy, 
^  ==  B  =  d^z  dx  —  d^x  dz, 
Y=  C  —  d^x  dy  —  d^y  dx, 


A,  B,  C  désignant,  comme  plus  haut,  les  coefficients  direc- 
teurs du  plan  osculateur;  dans  la  formule  (f),  0  désignera 
l'angle  <ia)  de  deux  plans  osculateurs  voisins  ou,  si  l'on  veut, 
l'angle  de  torsion,  et  l'on  aura 


(5)     d(ji"  = 
Posons 


(B^G  — G^B)^-i-(G^A  — A^G)2  +  (A^B-B^A)^ 

(A2-^B2^G2)2 


dx  dy  dz 
d^x  d'^-y  d'^z 
d^  X     d^y     d^  z 

A  est  ce  que  l'on  appelle  le  déterminant  de  la  courbe.  Si  l'on 
effectue  le  développement  de  B^/G  —  Co^B,  on  trouve,  en  fai- 
sant usage  des  formules  (4)» 

BdC  —  CdB  =  Ldx, 
CdX  —  kdC  =  b.dy, 
AdB  —  BdA^^dz. 


L'équation  (5)  donne  alors 


^0)2  = 


A2d/52 


(A2-|-B2+G2)2 


et,  en  appelant  „  la  torsion  -^ 


A2 


T-2       (A2-hB2 
puis,  à  l'aide  de  (2  bis)^  on  a 


R^A2 
'ds^ 
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R2A 


T  s'appelle  le  rayon  de  torsion. 

L'expression  de  A  et  par  suite  celle  de  T  prennent  des 
formes  remarquables  quand  on  choisit  l'arc  s  pour  variable 
indépendante.  On  a 


A 

x' 

x" 

y 

y" 

z' 

z" 

x"' 

f 

z'" 

en  désignant  par  x' ,  y' ^  z' ,  ...  les  dérivées  de  x,y,  z  rela- 
tives à  5;  on  en  conclut,  en  élevant  au  carré, 


(7) 


AV 

ds'^J 


^x'x"       ^^"2      ^y'. 


or,  si  l'on  différentie  les  formules  \^'- =  i  etV^'^^—  J_, 
dont  la  seconde  est  identique  à  (3),  on  a 


yx'x"  =  o        et         ^a^'a;"'=-^x 


R2 


on  a  aussi 


R    ds 


La  formule  (7)  devient  alors 


[ds-^J 


0 

I 
—  Ri 

) 

I 

^\ds  J 

I 

R  \  ds  J 

^^"- 
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OU 


I  1  R 


V^^V       R2^  R6       R2 

(6)  devient  par  suite 

T2    -  ^^    ^^  R2  ^    \      ds 


I  \2 


VIII.  —  Discussion  des  formules  relatives  à  la  courbure. 

Le  rayon  de  courbure  est  une  fonction  de  ^,jr,  z,  ou  plutôt 
de  l'une  quelconque  de  ces  variables;  il  ne  peut  être  qu'acci- 
dentellement nul  ou  infini.  En  effet,  si  l'on  suppose  R  toujours 

infini  ou  jj  toujours  nul,  les  coefficients  A,  B,  C  du  plan  oscu- 

lateur  seront  toujours  nuls,  et,  dans  ce  cas,  nous  avons  vu 
(p.  358)  que  la  courbe  se  réduit  à  une  droite.  R  ne  saurait 

être  toujours  nul,  sans  quoi  ^  serait  toujours  infini  et 


['ds^J   '^['ds^J   '^['ds^J 


aussi,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu.  La  torsion  étant  exprimée  par 
la  formule  R^  -^  ne  peut  être  constamment  nulle  que  si  A  =  o  ; 
or  on  a,  en  prenant  z  pour  variable  indépendante, 


dx  dy  dz 
d'^  X  d'^-y  o 
d^  X    d^y      o 


c'est-à-dire 


A  =  {d^x  d^y  —  d^x  d'^y)dz. 
Si  l'on  pose  A  ==  o,  dz  étant  différent  de  zéro,  on  a 
d^  X  d^y  —  d'^x  d'^y  =  0         01 


Wy 


d^x 
Wx 
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OU,  en  désignant  par  cune  constante, 

logc?2j  —  lo^d^x  =  loge, 

ce  que  l'on  vérifie  en  remarquant  que  la  différentielle  du  pre- 
mier membre  de  cette  formule  reproduit  le  premier  membre 
de  la  formule  précédente.  On  peut  écrire  cette  formule  ainsi 

d^V  _ 

ou 

d^y  —  c  d^x  =  o; 

en  appelant  c'  une  nouvelle  constante,  on  trouve 

dy  —  c  dx  =  c  dz, 
et,  en  appelant  c"  une  troisième  constante, 

y  —  ex  —  c' z  ■=  c" •, 

c'est  l'équation  d'un  plan  :  donc  les  courbes  -planes  ont  seules 
une  torsion  nulle. 

Remarque.    —  Ainsi,    pour  exprimer  qu'une  courbe  est 
plane,  on  pourra  écrire  que  son  déterminant  est  nul. 

IX.  —  Évaluation  de  quelques  infiniment  petits  à  l'aide 
des  quantités  R,  T,  A. 

Distance  dhin  point  d'une  courbe  à  la  tangente  menée 
par  le  point  voisin.  —  L'équation  de  la  tangente  étant 

X  — .r       Y  — r       Z  — ^ 


dx  dy  dz 

la  distance  h  du  point  x  +  A^,  y  +  A;k,  ^  +  A^  à  cette  droite 
est  donnée  par  la  formule 

_  s/{^z  dy  —  Aj  dz)'^  -\-{^x  dz  —  ù^z  dx^  -\-{^y  dx  —  :^x  dyY 
s/dx'^  -^  dy^  H-  dz^ 
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Remplaçons  A^,  Aj-,  \z  par 
d"^  oc        d^  oc 

en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur,  nous  aurons 

7        \  .    /^  fl'  ^  dv  —  d-  V  dz  )2  -h .  .  . 

h^^.\/ ■      a,^      ' 

c'est-à-dire  (p.  862) 

Cette  formule  est  exacte  aux  termes  du  troisième  ordre  près, 
et  l'on  vérifie  une  fois  de  plus  que  la  quantité  h  est  du 
second  ordre. 

Distance  d'un  point  d'une  courbe  au  plan  osculateur 
mené  par  le  point  infiniment  voisin.  —  L'équation  du  plan 
osculateur  en  x,  y,  z  est 

(X  —  x){d-y  dz  —  d'z  dy)  -.  .  .  =  0 

ou 

A(X-^)  +  B(Y— j)+G(Z  — ^)  =  o. 

La  distance  du  point  x  +  ^x,  y  -|-  Aj%  ^  -h  Ag  à  ce  plan  est 
donnée  par  la  formule 


,        AAa7-}-BAr-4- CA5. 

v/A2-i-B2+G2 

Or  on  a  vu  que  (p.  348) 

A  dx  -  -  B  dy  -h  G  dz  =  o, 
A  d^-x  4-  B  d^y  -+-  G  d'-z  =  o. 

Si  donc  on  remplace  A^  par  dx  -i-  ^ d- x  -^  ^.d^x  ^.  .  , 
aura,  en  vertu  des  formules  précédentes, 

^  _  Ad^x-+-Bd^y-h  Cd^z  ^ 
G  /A3  -+-  B3"irGa        ' 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  24 


on 
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si  l'on  remplace  alors  A,  B,  C  par  leurs  valeurs 

(P-y  dz  —  d"- z  dy ,     d^z  dx  —  d'-x  dz,     d'-x  dy  —  d^y  dx, 
on  trouve,  en  se  rappelant  les  expressions  de  A,  ^rr  et  ^  don- 
nées au  paragraphe  précédent, 

A    R   _    6/53 
6  ^5^  ~  GTR' 

k  est  donc  bien  du  troisième  ordre,  comme  nous  l'avons  déjà 
observé,  et  nous  avons  une  double  expression  de  cette  quan- 
tité, exacte  aux  termes  du  quatrième  ordre  près. 

Différence  entre  un  arc  et  sa  corde.  —  Prenons  toujours 
les  mêmes  notations.  Les  coordonnées  d'un  point  voisin  du 
point  (^,  y,  z)  pourront  être  représentées  par 

ù.x  —  dx  -\-  \d-x  -\-  l  d^x  -+-.  .  ., 
A7  =  dy  H-  i  d'-y  ^\d^y-^..., 
^z  =  dz  -^  l  d^z  -,-l  d^z  -^.  .  ., 

et,  si  l'on  prend  l'arc  pour  variable  indépendante,  ds  repré- 
sentera exactement  la  longueur  de  l'arc  qui  va  du  point  {x,y,  z) 
au  point  x  -+-  A^,  y  -h  Aj,  z  -h  As.  Soit  c  la  longueur  de  la 
corde  correspondante  ;  en  élevant  les  équations  précédentes 
au  carré  et  en  les  ajoutant,  il  vient 

c2  =  ds^  -h  {dx  d^-x  4-  dy  d^-y  -h  dz  d^-z) 

-^\{dxd^x-\-  dy  d^y  -f-  dz  d^z)  -^{{d'^x^  -^  d'^y^  -^  d^z^)  -4-..., 

en  nous  arrêtant  aux   termes   du   cinquième  ordre.  Or  on  a 

dx^ -^  dy^ -^  dz^- ^  ds'^ 

et,  en  différentiant  deux  fois, 

dx  d'^x  H-  dy  d^-y  -^  dz  d^z  —  o, 

ds'* 
dxd^x-^  dy  d^y  -r  dz  d^ z  ^  —{d^x^- -t-  d^y^-\-  d^z^)  =  —  ^ ; 
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portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  c-,  on  trouve 

^2  —  ^ç2 J_    

c    —  ai         <  2    £^2 


c  ai    —        1 2     p  2 


OU 


{c  -^  ds){c  —  ds) 


1    ds'* 


On  voit  que  c  —  ds  est  du  troisième  ordre;  donc,  aux  termes 
(la    cinquième    ordre  près,   on    aura,   en  remplaçant  c-^-ds 

par  ids^ 

ds^ 
1  ds{ds  —  c )  =  ^2  -jTj 

ou  bien  enfin,  aux  termes  du  quatrième  ordre  près, 
ds—c--^^' 

C16  C    —    24      J^2 

On  voit  donc  que  la  différence  entre  un  arc  de  courbe  et  sa 
corde  est,  non  pas  du  second,  mais  du  troisième  ordre.  Cette 

différence  est  égale  à~-T^?  aux  termes  du  quatrième  ordre 

près. 

Gavarni,  si  connu  par  ses  illustrations,  s'occupait  aussi  de 
Mathématiques,  et  il  a  calculé  le  développement  de  la  diffé- 
rence ds  —  c  suivant  les  puissances  de  ds. 

X.  —  Formules  de  Serret  et  Frenet. 

A  chaque  point  (^,jK,  z)  d'une  courbe  correspondent  trois 
directions  dites  principales  qui  sont  rectangulaires.  Ces 
directions  sont  :  i°  celle  de  la  tangente  dont  nous  désigne- 
rons les  cosinus  directeurs  par  a,  6,  c;  2°  celle  de  la  nor- 
male principale,  ou  normale  située  dans  le  plan  osculateur. 
dont  nous  désignerons  les  cosinus  directeurs  par  a' ,  b\  d\ 
3"  enfin  celle  de  la  normale  au  plan  osculateur,  ou,  d'après 
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de  Saint-Venant,  la  hinormale,  quand  on  suppose  qu'elle 
passe  par  le  point  {x,  jk,  ^).  Nous  désignerons  ses  cosinus 
directeurs  par  a!' ^  b" ^  c" . 

Nous  aurons  d'abord  entre  les  neuf  cosinus  a,  h^  c,  .  .  .  ,  c' 
les  relations  qui  existent  entre  les  neuf  cosinus  que  l'on  con- 
sidère dans  les  formules  de  la  transformation  des  coordonnées 
en  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  ;  nous  ne  les  écri- 
rons que  quand  nous  en  aurons  besoin. 

Nous  allons  d'abord  apprendre  à  calculer  ces  neuf  cosinus. 
On  sait  déjà  que 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

S  désignant  l'arc  de  courbe.  Ces  formules  définiront  le  sens 
de  la  tangente.  Nous  avons  vu  que  la  direction  de  la  normale 
principale  était  donnée  parles  formules 

l'arc  étant  pris  pour  variable.  Enfin,  en  posant 

k  =  dyd^z  —  dzd^y,         B=..., 

nous  avons  trouvé  que  les  coefficients  directeurs  de  la  binor- 
male  étaient  A,  B,  G.  Pour  bien  déterminer  le  sens  de  cette 
binormale,  nous  ferons  en  sorte  que 

a"  =  -+-{bc' —  cb')     (et  non  a"—  ch' —  hc'). 

Nous  aurons  alors,  à  l'aide  des  formules  (i)  et  (2), 

^^  dr  d'^z  —  dz  d^y        A 

,    ,  „      ^  dz  d^x  —  dx  d~z        B 
(3)  <*=« df^ =  D' 

^           dx  d~y  —  dyd^x        G 
^^ di^ -D' 

D2=  A2H-B2+G2; 
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des  formules  (i)  et  (2)  on  tire 

da        a'  db  _  b'  de  _  c' 

^^^  ^  ""  K'         "^  ""  h'         'ds""  W 

<jI,  en  différentiant  (3),  on  a 

,  ,.       D  ^A  —  A  ^D        D2  ^A  —  AD  ^D 
^^  -  D^ =  D^ 

ou  bien 

,  „      rA2  +  B2H-G2)d'A  — A(A^A  +  B^B  +  G^G) 
da  =  -^ ^3 

B(B^A  — A^B)-4-G(G^A  — A^G) 
D3 

Or  on  a  vu  que  B  c/G  —  G  <iB  =  A  dx,  .  .  , ,  ce  que  l'on  peut 
d'ailleurs  vérifier  immédiatement;  donc 

,  „      A(G^X—  ^dz) 
da  =  -^^ , 

A  désignant  comme  plus  haut  le  déterminant  de  la  courbe 

ou 

da"         A  ,    A 

--^=.-^^icb-bc)  =  -a-; 

A  ,       .       ,  ,  1      ^       I 

or  —  est  précisément  égal  a  ?^;  on  a,  par  suite, 
da"  _   ,    «' 

'dl  ~~ï:' 

SI  Ton  convient  de  donner  un  signe  à  T  et  de  le  prendre  tel 

que  l'on  ait  T  = —  ?  il  viendra 

'  A 


da"  _  a'  db"  __  b'  de"  _  c' 


(5)  -.,„-   -   >p.  -,,„    ~    rr.^  ^.    -   n., 


enfin  on  a  » 

a'2^  6'2h-c'2  =  i, 

aa!  -T-  bb'  4-  ce'  =  o, 

aa"  -^  bb"  -^cc"  —  o. 
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En  différentiant  et  en  faisant  usage  des  formules  (4),  (5),  oi 


trouve 


,  da'  j,  db'  ,  de' 

ds  ds  ds 

da'  ,  db'  de' 

ds  ds  ds 

„  da'  ,„  db'  „  de' 

ds  '         ds  ds 


on  en  tire 


...   da'  [a       a"\       db'  [b        b"\       de'  ( e        e" 

Les  formules  (4),  (5),  (6)  sont  les  formules  de  Serretet  Fre 
net. 


XI.  —  Démonstration  nouvelle  des  formules  de  Serret 
et  Frenet. 

De  la  théorie  des  tangentes  et  des  formules  de  Serret 
on  peut  déduire  avec  facilité  toute  la  théorie  des  courbes 
gauches,  pourvu  que  l'on  admette  encore  ce  théorème 
démontré  plus  haut  (p.  35o)  : 

U intersection  du  plan  osculateur  en  un  point  M  d' une 
courbe  gauche  avec  le  plan  osculateur  infiniment  voisin 
est  la  tangente  en  ce  point  M  de  la  courbe  en  question. 

Il  importe  d'établir  directement  ces  formules,  et  l'on  y 
parvient  comme  il  suit  : 

Par  l'origine  des  coordonnées  menons  deux  droites  de 
longueur  égale  à  l'unité  :  l'une  OA,  parallèle  à  la  tangente  en 
j;,  jK,  ^  à  la  courbe  ;  l'autre  OB,  parallèle  à  la  tangente  au  point 
voisin  X  +  dx^  y  +  dy^  z  -f-  dz.  AB  pourra  remplacer  l'arc 
de  cercle  décrit  de  O  comme  centre  avec  OA  pour  rayon, 
et  terminé  en  A  et  B.  AB  aura  alors  pour  mesure  l'angle  de 
contingence  de  la  courbe  en  x^y^  z\  ainsi 
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R  désignant  comme  plus  haut  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe.  Quant  à  la  direction  de  AB,  elle  sera,  à  la  limite, 
perpendiculaire  au  rayon  OA,  comme  tangente  à  l'arc  de 
cercle  AB;  elle  sera  d'ailleurs  contenue  dans  le  plan  parallèle 
à  deux  tangentes  voisines,  c'est-à-dire  dans  un  plan  parallèle 
au  plan  oscillateur;  la  direction  limite  de  AB  est  donc  celle 
de  la  normale  principale,  dont  nous  avons  désigné  les  cosinus 
directeurs  par  a',  b' ,  d . 

Si  l'on  applique  alors  le  théorème  des  projections  au  triangle 
OAB,  en  observant  que  les  coordonnées  de  A  sont  a,  h^  c  et 
que  celles  de  B  sont  a  -\-  da^  h  -|-  dh^  c  +  dc^  on  aura,  en 
projetant  successivement  sur  les  trois  axes  de  coordonnées 

,  ds  „       1,  ds  j  ,  ds 

(  -7  )  cla=  a  --,         db  —  b   --■>         de  —  c  -^ - 

ïx  ïx  W. 

C'est  la  première  des  formules  de  Serret.  Pour  obtenir 
celles  qui  donnent  da" ^  db" ,  de" ^  menons  encore  par  l'ori- 
gine O  deux  droites  égales  à  l'unité  :  OA  parallèle  à  la  binor- 
male,  OB  parallèle  à  la  binormale  infiniment  voisine  ;  AB  sera, 
comme  tout  à  l'heure,  perpendiculaire  à  OA.  Or  l'intersection 
des  deux  plans  osculateurs  normaux  à  OA  et  OB  est  à  la  limite 
la  tangente  à  la  courbe;  cette  tangente  est  normale  à  OA  et 
OB,  et  par  suite  à  leur  plan  et  à  l'élément  AB  situé  dans  ce 
plan;  AB  est  donc  à  la  limite  perpendiculaire  à  la  tangente 
et  à  la  binormale,  c'est-à-dire  parallèle  à  la  normale  prin- 
cipale. Or  AB  mesure  l'angle  de  deux  binormales  voisines; 

sa  longueur  est  par  suite  égale   à  l'angle   de   torsion  —  ?  ses 

1  ^     ,  ds     j ,  ds    ^    ,  ds    T^ 

projections  sur  les  axes  sont  a  —  ?  b  tî^  et  c  -„•  rLn  proje- 
tant alors  le  contour  OAB  sur  les  axes,  on  a 

„         ,ds  ,  ds  ,        ,  ds 

( 8 )  da  =  a  ^,         db  =b  ^,         de' =  c  — - 

Enfin  on  tire,  en  différentiant  a'^  +  a'^  -h  a!'-  =  i , 

a  da  -h  a'  da!  +  d' da"  =  o, 
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et,  en  vertu  de  (7)  et  (8), 

,ds  „   ,ds 

aa  -^  -\-  a  da  -^  a  a  —^  —  o 

IX  1 

OU 

(9)  L.'=-...(|.-*;), 

I  [ce" 

Ainsi  se  trouvent  établies,  et  de  la  façon  la  plus  simple,  les 
neuf  formules  de  Serret  et  Frenet. 


XII.  —  Enveloppe  des  plans  osculateurs  des  courbes  gauches, 
ou  lieu  de  leurs  tangentes. 

Soient  a,  6,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  une 
courbe  gauche  ;  a! ,  h\  d  les  cosinus  directeurs  de  sa  normale 
principale  ;  d' ^  h" ^  d'  ceux  de  sa  binormale,  l'équation  du  plan 
osculateur  au  point  {x^  y,  z)  est 

(i)  a"(X  —  x)-\~b"(Y  —y)  -^  c"(Z  —  z)  =  o. 

Pour  en  obtenir  l'enveloppe,  il  faut  différentier  cette  équation, 

ce  qui  donne 

da"  dx 

-^^^-^^-^^^■••="' 

or,  si  l'on  remplace  -7-  par  <2,  ...  et  si  l'on  a  égard  aux  for- 

da"         a' 
mules  de  Serret  (p.  3^3)  qui  donnent  --,—  =  ff  •  •  •'  la  for- 
mule précédente  devient,  en  observant  que  aa!' -^  b¥ -\- cd' 
est  nul, 

(2)  a'{X~x)-^b'{Y—y)-^-c'{Z  —  z)  =  o. 

Cette  équation  est  celle  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  nor- 
male principale,  coupant  le  plan  osculateur  suivant  la  tan- 
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gente  à  la  courbe  qui,  par  conséquent,  est  la  caractéristique 
de  Fenveloppe. 

Si  l'on  différentie  f'2),  on  aura  l'arête  de  rebroussement  de 

l'enveloppe 

da!  .^^  dx     , 

ds  ds 

1°  Si  l'on  remplace  -y-  par  sa  valeur  a  et  si  l'on  observe  que 
aa' -\- bb' -^  ce' ^=  o  ]   2°  si  l'on  remplace  -,-  par  sa   valeur 
-    +  7^)  déduite  des  formules  de  Serret,  on  a 

Cette  formule,  eu  égard  à  (i),  peut  s'écrire 

(3)  a(\-x)-\-b{Y--y)^c{Z~z)----o; 

c'est  l'équation  d'un  plan  normal.  Les  formules  (i),  (2)  et 
(3)  donnent  X  =  ^,  Y  =JK,  Z  =  2.  L'arête  de  rebroussement 
de  la  surface  enveloppe  des  plans  osculateurs  d'une  courbe 
est  donc  cette  courbe  elle-même. 


XIIL  —  Enveloppe  des  plans  normaux.  —  Sphère  osculatrice 
ou  lieu  des  normales  principales. 

Conservant  les  mêmes  notations  qu'au  paragraphe  précé- 
dent, l'équation  du  plan  normal  sera 

(i)  a{l^  —  x)-^b{Y—y)-\-c{Z  —  z)  =  o; 

la  caractéristique  de  son  enveloppe  sera  donnée  par  son  équa- 
tion et  sa  différentielle 

da  ,^  dx 

ds  ^  ds 

ou,  en  vertu  des  formules  de  Serret  f^^:^^  •  •  -j  (p.  373), 

(2)  a'(X  —  x)^b'{Y  -y)-i-c'(Z  —  z)==K: 
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c'est  l'équation  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  normale  prin- 
cipale, située  à  la  distance  R  du  point  {x,  y,  z)\  les  formules 
(1),  (2)  représentent  donc  Taxe  du  cercle  osculateur.  L'éli- 
mination de  s  entre  ces  formules  (1),  (2)  fera  connaître  l'en- 
veloppe des  plans  normaux.  Cette  enveloppe  a  reçu  le  nom 
de  surface  polaire. 

L'arête  de  rebroussement  delà  surface  polaire  s'obtient  en 
différentiant  (2),  ce  qui  donne 

da'  .^  ^  dx  dK 

ds  ds  ds 

ou  bien,  parles  formules  de  Serret, 

j^  +  ^j(X-^)  +  . ..=  --; 
ou,  en  vertu  de  (i), 

(3)  a"{X-x)-^b"{Y-y)-^d\Z—z)  =  -i:~. 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  est  précisé- 
ment V arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire. 

En  effet,  cliercbons  le  rayon  p  et  les  coordonnées  X,  Y,  Z 
du  centre  de  la  sphère  osculatrice.  Pour  cela,  il  faudra  écrire 
que  cette  sphère  passe  en  x^y^z\  nous  aurons  alors 

(i)  (X-^)^H-(Y-j)2  +  (Z-^)2^p2; 

on  devra  ensuite  différentier  cette  équation,  en  supposant 
que  x^y^  z  appartiennent  à  la  sphère,  puis  exprimer  que  les 
dXj  dy ^  dz,  ...  que  l'on  en  déduit  sont  égaux  à  ceux  de  la 
courbe,  ce  qui  produira 

i{X~x)  dx  +(¥—/)  dy  -\- {Z  —  z)  dz    =0, 
(X  —  X)  d^x  -+-  (Y  --7)  d'-y  +  {Z  —  z)d^z  =  ds'^, 
(X  —  x)  d^x  -h  {Y  —y)  d^y  -^  {Z  —  z)  d-^z  ^  3dsd''S. 
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Ces  équations  font  connaître  X  —  x,  Y — -y^  Z  —  z^  et,  en 
les  portant  dans  (4),  on  en  déduit  p.  Or  la  première  équation 
(5)  est  l'équation  du  plan  normal;  quand  on  y  considère 
X,  Y,  Z  comme  coordonnées  courantes,  les  autres  formules 
(5)  sont  ses  différentielles;  les  trois  formules  (5)  repré- 
sentent donc  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire. 
Les  équations  (5)  sont  donc  équivalentes  à  (i),  (2),  (3),  et 
l'on  en  tire,  en  multipliant  la  première  par  a,  la  seconde  par 
o! ^  la  troisième  par  d\  etc.,  et  en  les  ajoutant, 

ds 

Y-r  =  è'R-6"T  ^, 

I  -^  ds 

et  en  faisant  la  somme  des  carrés  et  ayant  égard  à  (4), 

Supposons  que  l'on  cherche  un  point  (^,  JK,  z)  sur  la  courbe, 
tel  que  sa  distance  p  à  un  point  donné  (X,  Y,  Z)  soit  minima, 
il  faudra  poser 

et  différentier  cette  équation  identique  à  (4);  on  aura  alors 
la  première  équation  (5),  ce  qui  indique  que  le  point  demandé 
(jT,  y,  5)  est  sur  le  plan  normal  à  la  courbe  menée  parX,  Y,  Z. 
Si  toutefois  la  seconde  équation  (5),  différentielle  de  la  pre- 
mière, était  satisfaite,  le  point  (X,  Y,  Z)  serait  sur  l'inter- 
section de  deux  plans  normaux  infiniment  voisins,  et  p  ne 
serait  plus  ni  maximum,  ni  minimum;  à  moins  enfin  que 
la  dernière  équation  (5)  n'ait  lieu  également,  alors  le  point 
(X,  Y,  Z)  serait  précisément  le  centre  de  la  sphère  osculatrice 
Qnx,y,z. 
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Le  centre  de  la  sphère  osculatrice,  comme  l'on  voit,  est, 
sur  l'axe  du  cercle  oscillateur,  le  point  pour  lequel  sa  dis- 
tance à  la  courbe  a  un  minimum,  à  l'exclusion  de  tous  les 
autres. 

Remarque.  —  Soient  a<,  b,,  c,]  a\,  b\,  c\  ;  d\,  l)\,  c\, 
5, ,  Ri ,  T<  les  quantités  analogues  ka,b,c^  . .  . ,  R,  T,  mais 
relatives  à  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire.  Le 
plan  normal  de  la  courbe  proposée  est,  d'après  la  définition 
delà  surface  polaire,  le  plan  osculateurde  l'arête  de  rebrous- 
sement de  cette  surface;  donc 

(0  à\  =  a,         b\  =  b,         c\  =  c. 

En  différentiant  ces  équations  et  appliquant  les  formules 
de  Scrret,  on  a 


M 


et,  en  ajoutant  les  carrés, 

/  o  \  dsi  _  ds  '  ' 

Multiplions  les  deux  dernières  équations  (2)  et  les  deux 
dernières  équations  (i);  nous  avons 

b\c\  —  c\b\     ,          h'c  —  c'b, 
~r —        ^^i  =  n ^^^' 


xi*. 

*1  .J 

b'    , 
=  ,y  ds, 

t/'^ 

=  j-^  ds 

c'est-à-dire 


«i    ,  a"    - 

Y^ds,  =  --^ds 


donc,  en  vertu  de  (3), 

(4)  «1  =  —  a",         bi  = 


c,  =  -  c" 
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Donc  le  plan  normal  à  Varête  de  rehroussenient  de  la 
surface  polaire  est  parallèle  au  plan  osculateur  de  la 
courbe  proposée. 

Enfin,  si  l'on  différentie  les  formules  précédentes  en  ayant 
égard  anx  relations  de  Serre t,  on  trouve 

1  11    '^^1  ^  ~  X      ' 
(5)  \  ~  dsi  =  —  —  ds, 

c\     ,  c     j 

d'où  l'on  tire,  en  ajoutant  les  carrés, 
,  ^ .  dsx        ds 

<*^)  r7=ï- 

Les  formules  (3)  et  (6)  donnent  donc 

ds^  _  Ri  _  T, 
~ds   ~  T   ~   K"  ' 

et  ce  théorème  remarquable 

XIV.  —  Développées  des  courbes  gauches. 

On  dit  qu'une  courbe  A  est  une  développée  de  la  courbe  B, 
si  les  tangentes  à  A  sont  normales  à  B. 

Les  normales  principales  d' une  courbe  ne  sauraient  en- 
velopper une  développée  de  la  courbe  et,  par  suite,  le  lieu 
des  centres  de  courbure  ne  saurait  non  plus  être  une  déve- 
loppée. 

Pour  le  prouver,  il  suffît  de  calculer  la  plus  courte  distance 
de  deux  normales  principales  infiniment  voisines  et  de  mon- 
trer que  cette  plus  courte  distance  est  du  premier  ordre. 


I 
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Les  équations  de  la  normale  principale  sont,  avec  les  nota- 
tions du  paragraphe  précédent, 

X—  r        Y  —  r        Z  —  z 


a!  h'  c'      ' 

celles  de  la  normale  infiniment  voisine  sont 

X  —  X  —  dx        Y  —  y  —  dy        Z  —  z  —  dx 


A  = 


a'  -t-  da'  b'  -j-  db'  c'  —  de' 

Si  l'on  appelle  1i  la  plus  courte  distance  en  question,  on  a 

dx      dy     dz 

o!       b'       c' 

da'     db'     de' 


v/(  b'  de'  —  c'  db'  f  -h  (  e'  da!  —  a!  dc'y-  -t-  (a'  db'  —  b'  da')- 
ou,  en  vertu  des  formules  de  Serret, 

Il  =  ds^      -----       :  y/<ia'2-|-(i6'2-l-<ic'- 


a 

b 

e 

a' 

b' 

c' 

a" 

b" 

c" 

T 

T 

T 

T 'y  f^  ~^  R 2 


v/T2H-R2 

Cette  quantité  h  est  donc  bien  du  premier  ordre. 

c.  Q.  F.  T). 

Un  procédé  analogue  à  celui-ci  montre  que  la  plus  courte 
distance  de  deux  binormales  infiniment  voisines  est  égale  à  ds 
aux  termes  du  second  ordre  près. 

Théorème  I.  —  Les  développées  d'une  courbe  se  trouvent 
sur  la  surface  polaire. 

En  effet,  si  l'on  considère  deux  tangentes  à  la  développée, 
elles  seront  dans  deux  plans  normaux  à  la  courbe  proposée, 
et,  comme  elles  se  coupent  en  un  point  de  la  développée,  ce 
point  de  la  développée  se  trouvera  à  l'intersection  de  deux 
plans  normaux,  c'est-à-dire  sur  la  surface  polaire.  Nous  allons 
le  vérifier  par  l'analyse. 
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En  conservant  toujours  nos  notations,  les  équations  d'une 
normale  quelconque  seront  : 
i"  L'équation  du  plan  normal 

(i)  ^«(X  — 5;)  =  o; 

2"  L'équation  d'un  plan  passant  par  la  tangente,  d'ailleurs 
tout  à  fait  quelconque;  en  appelant  i  l'angle  que  ce  plan  fait 
avec  le  plan  osculateur,  son  équation  pourra  être  présentée 
sous  la  forme  A'^  =  A'tangï  ou  A'^  —  A'tangï=ro,  A^'  dési- 
gnant la  distance  du  point  (X,  Y,  Z)  au  plan  osculateur,  et  A' 
la  distance  du  même  point  au  plan  perpendiculaire  à  la  nor- 
male principale.  L'équation  A'^ — A'tangï  =  o  peut  s'écrire 

(2)  ^(a''— a' tangî)(X  —  x)  =  o. 

Spécifions  maintenant  que  la  droite  (  i ) ,  ( 2 )  engendre  une  sur- 
face développable  ou  rencontre  la  normale  qui  lui  est  infini- 
ment voisine,  nous  aurons  la  condition  pour  que  (X,  Y,  Z) 
soit  le  point  d'une  développée.  Si,  pour  abréger,  on  repré- 
sente (1)  et  (2)  par  P  =  o,  Q  =:  o,  la  droite  infiniment  voi- 
sine de  celle  que  nous  considérons  sera  représentée  par 
P  -i-  <5?P  =  o,  Q  +  dÇl  =  o,  et  la  position  du  point  (X,  Y,  Z) 
ne  sera  pas  altérée  en  remplaçant  ces  formules  par  dP  =  Oy 
6/Q  =  o.  Ce  sont  ces  équations  que  j'écris 

2.da(X  —  x)  —  \  <2<ix  =0, 

\(da" —  cla'lanQÎ —  a'séc^idi)(X  —  x) —  ^(«" —  a'taLngi)dx  =  0. 

D'après  les  formules  de  Serret,  ces  équations  peuvent  être 
remplacées  par 

(3)  ^|'(X-^)-i  =  o, 

(4)  21lT  "^(1"^  t)  tangf-a'séc2t^J(X-^)  =  o. 

La  condition  de  rencontre  s'obtiendra  en  éliminant  X,  Y,  Z 
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entre  (i),  (2)  et  (4),  ce  qui  donne,  tontes  réductions  faites, 

I         di 

d'où  l'on  conclut  que  di  est  l'angle  de  torsion  et  que  i  ren- 
ferme une  constante  arbitraire,  puisqu'il  est  donné  par  sa 
dérivée.  Il  en  résulte  que  X,  Y,  Z,  donnés  en  fonctions  de  i 
par  les  formules  (i),  (2),  (3),  renfermeront  une  constante 
arbitraire;  donc  : 

Théorème  II.  —  Une  courbe  a  une  infinité  de  développées. 

Ces  développées  sont  sur  la  surface  polaire,  car  (i)  et  (3) 
sont  l'équation  d'un  plan  normal  et  du  plan  normal  voisin. 
Elles  représentent  l'axe  du  cercle  osculateur. 

De  (i),  (2),  (3)  on  tire 

;    X  —  a?  =  R(a'-4- a"  tangj), 
(6)  \Y-y  =  K{b'-^b"i^n^i\         ' 

(  Z— ^  =  R(c'-t-c"tangï); 

ce  sont  les  équations  d'une  des  développées.  Si  nous  diffé- 
rentions  ces  formules,  nous  aurons 

f/X  —  ads  =  d^{a'  —  a"  tan  g  i) 

.^  /       a        a"        a'  .         „    ■   ^  •  di\  , 

et,  en  simplifiant,  puis  en  observant  que  t;=  ^' 

d\  =  û?R(  a'—  a"  tang  i)  -f-  R (a'  tang  i  -h  a"  tang2  i) di\ 

en  ajoutant  cette  équation  avec  ses  analogues  après  les  avoir 
élevées  au  carré,  on  a,  en  appelant  s^  l'arc  de  développée, 

ds\  —  (<iR-+-  R  tang  i di)'^  {1  -+■  tang-i) 

ou 

dR         Rtangi    ,.        dR        t^   7     ï 

dsi  = .  -i-  ^?-  di  = .  -f-  R  <n? . 

cosi  cosi  COSl  .COSi 
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OU 

dst  =  d( .  )  • 

\COSl/ 

Or .  est  la  distance  du  point  (X,  Y,  Z)  au  point  (œ,  j,  z),  ce 

dont  on  peut  se  convaincre  en  ajoutant  les  carrés  de  (6);  en 
appelant  donc  ii  cette  distance,  on  trouve 

dsi  =  du,        si=  u  ^  uq. 

Théorème  III.  —  U arc  de  développée  est  donc  égal  aux 
différences  des  distances  de  ses  extrémités  aux  points  cor- 
respondants de  la  courhe proposée. 

Appelons  a, ,  ^j ,  c, ,  .  .  . ,  Ri ,  Ti  les  quantités  analogues  à 
a,  ^,  c,  .  .  . ,  R,  T  relatives  à  la  développée  ;  on  a  évidemment 


a^a  -^  h ih  -\-  c ic  ~2, 


aai 


puisque  la  tangente  à  la  développée  est,  par  définition,  nor- 
male à  la  courbe  proposée. 
On  a  aussi 

(7)  X  —  X  =  a^u,         Y — yz=bxu,         Z — z  =  Ciu; 

si  l'on  différentie  ces  formules,  en  tenant  compte  de  ds^  =  du^ 
on  trouve 


«1  ds^  —  ads  —  ai  dsi  -i — ^ —  ds^ 
Kl 


par  suite, 


ads  = ~—  dsi,         bds  = j^  dsi,         ...  ; 

Kl  Kl 

on  en  conclut 

,  ^  ds         u  ,  j  j ,  , 

(**'        di,=W         «  =  -«.'         *  =  -*..         o=-c,; 

donc  : 

Théorème  IV.  —  La  normale  principale  de  la  développée 
est  parallèle  à  la  tangente  à  la  courbe  proposée, 

L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  25 


386  CHAPITRE    V. 

Si  Ton  différenlie  les  formules  (8),  on  a 


«1 


en  élevant  au  carré  et  en  ajoutant,  il  vient 


I 


Tf 


On  voit  que  T^  ne  peut  être  infini  que  si  ^  :=  ^  ou  R  =  Ri^ 

et  alors  cr/=  a<,  b'=zh^^  d  ^=^C\\  la  développée  est  donc  tan- 
gente à  une  parallèle  à  la  normale  principale,  c'est-à-dire  à 
cette  normale  principale;  or  deux  normales  principales  ne 
peuvent  se  rencontrer  que  si  la  courbe  est  plane;  donc  : 

Théorème  V.  —  Les  développées  des  courbes  gauches 
sont  gauches,  les  développées  des  courbes  planes  sont 
gauches,  à  l'exception  de  celle  qui  est  dans  le  plan  de  la 
courbe. 

XV.  —  Du  lieu  des  centres  de  courbure. 


Le  lieu  des  centres  de  courbure  ne  saurait  être  une  déve- 
loppée, puisque  les  normales  principales  ne  se  rencontrent 


Fis.  37. 


pas.  Mais  ce  lieu  se  trouve  sur  la  surface  polaire,  qui  est  le 
lieu  des  axes  des  cercles  osculateurs  et  qui  contient,  par  suite, 
les  centres  de  ces  cercles. 
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Soient 

MT  la  tangente  à  la  courbe  proposée; 

MN  la  normale  principale  ; 

MH  la  binormale  ; 

NN'  Taxe  du  cercle  osculateur. 

La  tangente  à  la  développée  au  point  M'  de  cette  courbe 
est  la  normale  MM'  à  la  courbe  proposée,  M' n  parallèle  à  MT 
est  la  normale  principale  de  la  développée,  W h  binormale 
de  la  développée  est  dans  le  plan  normal  à  la  courbe  proposée  ; 
on  a  donc 

1    \  «1(2  =  0,         \^aia'  =  cosî,         %aia"=sint, 
f    ^ a\a  —  o',         \^ a'[  a'  =  sini;         \^ a\  a"  =  cosi; 


Il  résulte  encore  de  là  que  le  plan  osculateur  de  la  dévelop- 
pée MM'n  est  normal  à  la  surface  polaire  ;  car  la  normale  prin- 
cipale W 71  est  perpendiculaire  à  la  tangente  MM'  de  la  déve- 
loppée et  à  la  génératrice  M'N  de  la  surface  polaire,  c'est-à-dire 
à  deux  tangentes  passant  en  a'  de  la  surface  polaire. 

Une  courbe  tracée  sur  une  surface,  et  dont  la  normale 
principale  et,  par  suite,  dont  le  plan  osculateur  est  normal  à 
la  surface,  est  dite  ligne  géodésique ;  ainsi  : 

Théorème  I.  —  Les  développées  sont  des  géodésiques  de 
la  surface  polaire. 

Le  plan  M'MN  est  tangent  à  la  surface  polaire,  car  il  en 
contient  deux  tangentes^  à  savoir  MM'  et  la  génératrice  M'N. 
Cela  posé,  enroulons  le  plan  M'MN  sur  la  surface  polaire; 
comme  du  ou  <iMM'  est  égal  à  ds^^  si  nous  désignons  par  des 
lettres    portant    l'indice    o    ce    que    deviennent  les    points 
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M^,  N',  . .  .  quand  M  passe  en  Mo  situé  sur  la  courbe  pro- 
posée, la  droite  MM'  s'enroulera  sur  la  surface  polaire,  le 
point  M' tombant  enM'^,,  et  il  arrivera  un  moment  où  le  point 
Mo  lui-même  s'appliquera  sur  la  surface  polaire;  mais  ce  point 
Mo  coïncidera  alors  avec  le  point  M;  donc  : 

Théorème  II.  —  Lorsque  Von  enroule  le  plan  M'MN 
sur  la  surface  polaire,  toutes  les  développées  sont  les 
courbes  suivant  lesquelles  s^ enroulent  les  normales  telles 
que  MM'  et,  par  suite^  toutes  les  développées  passent  par 
un  point  fixe. 

Réciproquement,  quand  on  développe  la  surface  polaire, 
les  développées  se  transformeront  en  droites  passant  par  un 
point  fixe. 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  est  le  lieu  des  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  des  points  M  sur  la  génératrice  de 
la  surface  polaire;  donc  : 

Théorème  III.  —  Le  lieu  des  centres  de  courbure  est, 
après  le  développement  de  la  surface  polaire,  la  podaire 
du  point  par  lequel  passent  les  développées,  par  rapport 
à  la  transformée  de  V  arête  de  rebrous  se  ment, 

XVI.  —  Du  plan  rectifiant  et  de  la  surface  rectifiante. 

On  appelle  plan  rectifiant  d'une  courbe  le  plan  qui  passe 
par  la  tangente  et  la  binormale  ;  ce  plan  enveloppe  une  sur- 
face développablé  appelée  surface  rectifiante  ;  la  carac- 
téristique du  plan  rectifiant  est  appelée  la  droite  recti- 
fiiante. 

Le  plan  rectifiant  a  pour  équation,  en  employant  toujours 
les  mêmes  notations, 

(,)  (X  — ^)a'-f-(Y— j)6'+(Z  — ^)c'  =  o; 

sa  caractéristique  ou  la  droite  rectifiante  aura   pour  équa- 
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lions  (i)  et  la  suivante,  obtenue  en  différentiant  (i)  et  en  ayant 
éffard  aux  formules  de  Serre  t 


('^) 


(X-.)(^.^>HV-.)(^^)^(Z-.)(^.^ 


La  droite  rectifiante  passe  donc  par  le  point  {x,y,  z) -de  la 
courbe  considérée;  ses  coefficients  directeurs  sont 


ou  bien 


la  droite  rectifiante  fait  avec  la  tangente  à  la  courbe  un  angley 
donné  par  les  formules 

R 


'(r-Ï) 

—  c'  1 

(|--t)' 

a        a" 
T        r' 

b 
T 

b"           c 

r'      t 

c" 

cosy  = 

I 
=  T" 

I 

T 

i 

biny 

3"gy  = 

/R2  +  T2 
T 
'  R* 

v/R2-{-T2 


Les  développantes  de  la  courbe  proposée  sont  les  trajec- 
toires orthogonales  des  tangentes;  elles  sont,  par  conséquent, 
situées  sur  la  développable  lieu  des  tangentes.  Considérons 
une  de  ces  développantes  et  menons-lui  un  plan  normal;  ce 
plan  normal  passera  par  la  génératrice  de  cette  développable, 
c'est-à-dire  par  la  tangente  à  la  courbe  proposée  en  (^,  r,  z), 
et  il  sera  perpendiculaire  au  plan,  tangente  de  cette  dévelop- 
pable :  ce  sera  précisément  le  plan  rectifiant  en  ^,  y,  Zy  Ainsi  : 

Le  plan  rectifiant  est  normal  aux  développantes  de  la 
courbe  proposée. 

Le  plan  rectifiant  enveloppe  donc  la  surface  polaire,  com- 
mune à  toutes  les  développantes  de  la  courbe  proposée;  or 
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la  courbe  proposée  étant  une  développée  de  ses  dévelop- 
pantes i*'  se  trouvera  sur  la  surface  polaire  en  question,  ce 
qui  était  évident;  2°  se  transformera,  après  le  développe- 
ment de  la  surface  rectifiante,  en  une  ligne  droite.  On  peut 
dire  que  : 

La  surface  rectifiante  dUine  courbe  est  une  développable 
contenant  cette  courbe,  et  telle  que,  si  Von  développe  cette 
surface  sur  un  plan,  celle-ci  se  transforme  en  une  ligne 
droite. 

La  surface  rectifiante  est  d'ailleurs  la  seule  surface  jouissant 
de  cette  propriété;  car  la  courbe  proposée,  devant  se  trans- 
former en  une  ligne  droite,  est  une  géodésique  de  la  surface, 
et  nous  verrons  plus  loin  que  les  géodésiques  d'une  surface 
ont  leur  plan  osculateur  normal  à  cette  surface.  La  surface 
cherchée  doit  donc  avoir  son  plan  tangent  normal  au  plan 
osculateur  à  la  courbe  proposée;  comme  il  doit  contenir  la 
tangente  à  cette  courbe,  il  est  déterminé  et  son  enveloppe  l'est 
par  suite.  c.  q.  f.  d. 


XVIL  —  Sur  le  déplacement  des  figures. 

Nous  allons  maintenant  étudier  le  mouvement  d'une  figure 
invariable  de  forme.  Quoique  ce  sujet  soit  traité  à  fond  dans 
la  Mécanique  rationnelle,  nous  en  dirons  ici  quelques  mots, 
à  cause  de  l'importance  qu'il  a  en  Géométrie. 

Rapportons  la  figure  mobile  à  deux  systèmes  d'axes,  l'un 
ox,  or,  oz  parfaitement  fixe,  l'autre  Oq,  Q'/],  QÇ  mobile,  mais 
invariablement  lié  à  la  figure  mobile. 

Soient  X,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  figure  mobile 
par  rapport  aux  axes  fixes,  Ç,  t),  Ç  les  coordonnées  du  même 
point  par  rapport  aux  axes  mobiles;  \,  r^,  Ç  seront  constants 
et  d\,  dr\,  d^  seront  nuls  pendant  le  mouvement. 

Soient  Xq,  jTo,  ^0  les  coordonnées  du  point  H  par  rapport 
aux  axes  fixes;  en  appelant  a,  b,  c,  a! ^  b\  c',  .  .  .  les  cosinus 


X 

=  x^-^ 

a% 

-T- 

a 

'n 

+  a"^, 

y 

=  ro-i- 

b\ 

+ 

h 

iQ 

-^"Ç, 

z 

~  -So  -T- 

c\ 

-^ 

c 

-n 

+  c"C; 
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directeurs  des  axes  mobiles  par  rapport  aux  axes  fixes,  on 
aura  les  formules  connues 


(i) 


en  supposant  alors  que  le  système  prenne  un  mouvement 
infiniment  petit,  il  viendra 

!dx  =  dxQ  -f-  ç  da  -r-  r)  da'  -t-  t,  dd' , 
dy  =  d/o  -\-  \db  -^t]  dh'  -h  ^ <:Z6", 
dz  =  dzo  -\-  c,dc  -t-  ri  de'  -+-  t,dc" . 

Le  déplacement  ds  du  point  x^  jk,  ^  est  la  résultante  de 
deux  autres  dont  les  projections  sont  dx^^  dy^^  dz^  et 

ç  c?a  -h  7)  da  -h  t,  da'\ 


(3) 


ox 
or 

0^ 


ridb' 
T,  <:/c' 


Quel  que  soit  le  point  (^,  jk,  5),  le  déplacement  dx^^  dy^^  dz^ 
sera  le  même  :  ainsi  on  peut  regarder  le  premier  déplacement 
comme  un  mouvement  de  translation;  considérons  le  second. 
En  vertu  des  relations  bien  connues  entre  les  neuf  cosinus 
a,  b,  c^  .  .  . ,  on  aura  par  dilïérentiation 

a  da  -^  b  db  -r-  c  de  =^  o, 
a'  da'  -h  b'  db'  -f-  e'  de  ~  o, 

a!'  da"  -i-  b"  db"  -h  e"  de"  =  o  ; 


(4) 


a"  da'  H-  b"  db'  -f-  c"  de  =  —  («'  da" 
a  da"  -T-  b  db"  -i-  c  de"  =  —  (  a"  da 
a'  da  -{-  b'  db  -^  e'  de  =  —  (a  da 


b'  db"-{-c'de")  =  pdt, 
b"  db  -T-  c"  de  )  =  qdt, 
b  db'  H-  c  de'  )  =  rdt] 

dt  désignant  une  variable  indépendante,  qui  sera,  si  l'on  veut, 
l'élément  décrit  par  le  point  Xq^  y^^  Zq. 

Ceci  posé,  multiplions  les  équations  (3)  par  a,  6,  c  et 
ajoutons-les,  puis  observons  que  aox  -^  bùy  -^  c^z  est  la 
projection  du  du  déplacement  ox,  ^y^  ^z  sur  l'axe  des  ^,  nous 

aurons 

du  :=  {tl,cj  —  r^  r)  dt  ; 
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appelant  de  même  dv  et  dw  les  projections  du  déplacement 
S^,  87,  85  sur  Qt^  et  OÇ,  on  a  le  groupe  de  formules 

[    dur=^{^X^q  —  r^r)dt, 

(5)  dç^{lr-X,p)dt, 

(  dw~{r^p — \q)dt. 

Dans  ce  déplacement,  il  y  aura  des  points  qui  resteront  immo- 
biles ou,  pour  parler  plus  exactement,  il  j  aura  des  points 
qui  décriront  des  chemins  du  second  ordre  :  on  les  obtiendra 
en  faisant  du,  dv^  dw  =  o  dans  les  équations  (5),  qui  devien- 
nent alors 

X.q—r^r^o,         \r  —  tpr^o,         T^p  —  \q^o, 

et  qui  se  réduisent  à  deux 

(6)  -^  =  ^  =  5; 

p        q        r' 

les  points  qui  dans  le  déplacement  restent  immobiles  sont 
situés  sur  une  droite  (6).  Cette  droite  a  reçu  le  nom  à^axe 
instantané  de  rotation  relatif  au  point  0.\  la  direction  de 
cet  axe  est  indépendante  de  ce  point  Q.  Ses  cosinus  directeurs 
sont,  en  posant 


(7) 


v  =  Oi-, 


donnés  par  les  formules  —  ?  —  ^  —  :  on  voit  que,  dans  le  dépla- 

^  tO      W      O)  ^ 

cément  partiel  que  nous  considérons,  tous  les  points  tourne- 
ront autour  de  l'axe  instantané,  et  que  le  mouvement  peut 
être  considéré  comme  un  mouvement  de  rotation  autour  de 
l'axe  instantané. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Tout  mouvement  d^  une  figure  invariable 
de  forme  peut  être  décomposé,  et  cela  d'une  infinité  de 
manières,  en  deux  mouvements  :  V un  de  translation, 
Vautre  de  rotation. 
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De  quelque  manière  que  se  fasse  la  décomposition,  Vaxe 
de  la  rotation  a  une  direction  constante. 

Remarque.  ^  Si  la  figure  mobile  présentait  un  point  fixe, 
on  pourrait  supposer  que  ce  soit  le  point  (^o:>  JKo?  ^o);  alors 
on  aurait  dx  =  ô^,  dy  =  ty^  dz  ^=.  8^.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Tout  mouvement  infiniment  petit  d' une 
figure  invariable  de  forme,  qui  présente  un  point  fixe, 
peut  être  considéré  comme  une  rotation  autour  d'un  axe 
passant  par  le  point  fixe. 

Reprenons  les  formules  (5),  faisons  dans  ces  formules 
7)  =  Ç=  o,  puis  faisons  momentanément  coïncider  l'axe  OÇ 
avec  l'axe  instantané;  alors/?  =  ^  =  o,  r  =  co,  on  trouve 

du  =  o,         dv  =^  w;  dt^         dw  =  o. 

Ces  formules  montrent  que  ù)dt  =  -jt;  or  dv  est,  en  grandeur, 

le  chemin  parcouru  par  un  point  situé  à  la  distance  ^  de  l'axe  : 
donc  iùdt  est  l'angle  dont  a  tourné  le  système  Ipdt^  qdt,  rdt 
sont  les  projections  de  cet  angle  sur  les  plans  des  Çti,  des  Ç? 

et  des  ^'f]. 

XVIII.  —  Axe  de  glissement. 

Parmi  toutes  les  manières  dont  on  peut  décomposer  le  mou- 
vement d'une  ligure  invariable  de  forme  en  une  rotation  et 
en  une  translation,  il  y  en  a  une  plus  simple  et  qui  consiste 
à  choisir  la  translation  parallèle  à  l'axe  instantané;  cela  est 
possible  :  il  suffît  de  choisir  le  point  (^ojj'o?  -^o)  de  telle  sorte 
que  l'on  ait 

dxo  dyo  dzo 


ap  -h  a'q  ^  a"  r        bp  -i-  b'  q  -+-  h"  r        cp  -+-  c'  q  -^  c"  r 

L'axe  de  rotation  porte  alors  le  nom  à^axe  de  glissement; 
il  est  caractérisé  par  ce  fait  que  tous  ses  points  décrivent  des 
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droites  égales  et  parallèles;  on  peut  donc  le  définir  en  disant 
que  c'est  le  lieu  des  points  x^  jk,  -s,  tels  que 

dx  dy  dz 


ap  -^  a  q  ^  a"  r        bp  -\-  h'  q  ^  b"  r        cp  -x-  d  q  -\-  c"  r 
ds  ds 


On  peut  écrire  ces  équations 

dcPo  -i-^da-^ri  doJ ^  tda"        dvo  -^^db  -^r^  db' -\-  X^db" 


ap -^  a!  q  -\-  d' r  bp  -^  b'  q  -\-  b"  r 

_  <f ^0  H-  ^  û^c  -i-  7]  de'  +  ^  de"  _  ds 
cp  -^  c'  q  -~  c"  r  co 

En  égalant  cette  suite  de  rapports  à  \dt^  on  a 

\da^ri  da  +  t, dd'  ~\{ap-^a'q-^a"r)  —  dx^, 
\db -^  r^dy  -^  X,db"  =  \{bp  -\- U  q  -^b"r)—dyç,, 
\dc  +  \dc'  -H  X^dd'  =  \{cp  h-  d  q  -f-  d' r)  —  dz^\ 

posant  adxQ  4-  hây^^  -\-  odz^  =:  du^^  .  .  . ,  on  trouve 
y  >  duQ 


On  en  conclut  que 


^     ,  du(i  dvQ  dwQ 

kbi^  —  p  — q  — r  —r~   =  o, 

^    dt         ^    dt  dt  ' 

J-(/>ç-îv,  ^'•Q-^  ^ -V,  ^- -ç -^  =o. 

La  première  de  ces  équations  détermine  \^  et  les  équations 
de  l'axe  de  glissement  sont 

w  V  o)    c??         w    0?^         hi    dt  )         dt  ' 
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OU 


Iq- 

■rir  = 

^6- 

diiQ 
'    dt' 

\r- 

-lP  = 

2  e- 

dvo 
dt' 

r^p- 

-u-^ 

dwo 
dt' 

ô  désignant -T^  cos(w,  ^o)-  Ce  sont  les  équations  de  l'axe  de 

glissement /?ar  rapport  aux  axes  0^,  Qt],  ùZ^;  par  rapport 
aux  autres  axes,  ces  équations  seront 


q[a{x  —  Xq)  -^  b{y  —  y^)  -^  c{z  —  Zq)] 

p  ft        dun 


—  r[a'(x  — a:-o)^-..  .]=  _  ^         ^^ 


XIX.  —  Sur  le  déplacement  des  lignes  remarquables  liées 
aux  divers  points  d'une  courbe. 

Considérons  le  trièdre  formé  par  la  tangente,  la  normale 
principale  et  la  binormale  d'une  courbe,  et  étudions  son 
déplacement  par  rapport  à  trois  axes  fixes  Ox,  Oy,  Oz. 

Soient  a,  6,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  a' ,  h\  c' 
ceux  de  la  normale  principale,  et  a",  b'\  c"  ceux  de  la  binor- 
male; soient  R  et  T  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion, 
ds  l'arc  de  courbe,  dp,  dq^  dr  les  projections  du  déplace- 
ment angulaire  des  axes  liés  à  la  courbe,  on  aura,  en  vertu 
des  formules  de  Serret  (p.  3^2), 

jr, c?.ç  =  —  (a' dd'  -r-  h' dh"  -+-  c' de" ) 

f   ,  a'        j ,  b'         ,  c'\   -,  ds 

=  -[a   T+*   f^"  tJ*  =  -T' 

qds  =  —  {a!'  da  -\-  b"  ab  +  c"  de)  —  —  (  a"  -    -h  b"  --  -^  c"  ^\  ds  =  o, 

rds  =■  {^cC da  —  b' db  —  c  de)  =  (  <^'  "n  +  ^'  ï7  +  ^'  o  )  <^^  —  "^  "tf  ' 

Donc  le  trièdre  considéré  subit  d'abord  un  mouvement  de 
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translation  parallèle  à  ds^  puis  un  mouvement  de  rotation 
autour  d'un  axe  situé  dans  le  plan  rectifiant;  les  cosinus  des 
angles  que  cette  droite  fait  avec  la  tangente  et  avec  la  binor- 
male  sont 

R  T 


/R2  -h  T2  /R2  _}-  T2 

l'angle  de  rotation  est 


ds  ^p^  +  5.  =  ^y  ^  H-  ^  =  II.  v/H^  +  T^. 

Si  l'on  se  reporte  au  §  XVI,  on  voit  que  l'axe  instantané  de 
rotation  n'est  autre  chose  que  la  droite  rectifiante  :  de  là 
vient  l'expression  de  droite  rectifiante. 

Supposons  que  l'on  brise  une  courbe  à  l'extrémité  de 
chaque  élément  ds  dans  laquelle  on  peut  la  décomposer;  si 
l'on  veut  ramener  tous  ces  éléments  en  ligne  droite,  il  faudra 
les  faire  tourner  autour  de  l'axe  instantané  qui  est  la  droite 

rectifiante  de  l'angle  ^^7^  y/R^  4-  T^,  ou  successivement  autour 
de  la  binormale  d'un  angle  égal  à  -^  et  autour  de  la  tangente 
d'un  angle  égal  à  -;=-•  Cette  dernière  manière  de  procéder  est 

évidente.  Ce  qui  était  moins  évident,  c'est  que  ces  deux 
mouvements  successifs  étaient  équivalents  à  un  mouvement 
de  rotation  unique  effectué  autour  de  la  droite  rectifiante. 


XX.  —  De  l'hélice. 

On  appelle  hélice  une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  et  dans 
laquelle  la  distance  d'un  point  à  la  section  droite  du  cylindre 
est  proportionnelle  à  l'arc  de  cette  section  droite. 

Nous  étudierons  spécialement  l'hélice  ordinaire  qui  est 
tracée  sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire.  Cette  courbe 
a  pour  équations 

(1)  i?7=rcost:>,         r  =  rsino,         z=  — cp. 

'  '  271     ' 
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çp  est  l'angle  au  centre  qui  mesure  l'arc  de  section  droite 
auquel  la  distance  ;:;  du  point  (^,JK,  z)  de  Thélice  est  propor- 
tionnel. Alors  l'axe  du  cylindre  est  l'axe  des  z  et  les  équations 
:r  = /*coscp,jK  ^  ^  sincp  sont  les  équations  du  cercle  de  base 
du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice;  h  est  le  pas  de 
l'hélice. 


Tangente.  —  Les  équations  de  la  tangente  sont 
X~x       Y— y       Z  —  z 


ou 


dx 

-   dj 

dz 

\-x 
-  r  sinc3 

= 

r  C0SC9 

z  —  z 

~~       h 

L'angle  i  gae  fait  la  tangente  avec  la  génératrice  du 
cylindre  est  constant. 
En  effet,  on  a 


h'.iT. 


(^) 


tan<ït 


cott 


^''-.^ 

h 

iT,r 

Plan  osculateur.  —  Il  a  pour  équation 


X  —  rcoscp     Y — rsincp     Z ci 


r  sincp 
r  coso 


r  coscp 
-  r  sincp 


2-rr 
o 


c'est-à-dire 
h 


rX  sincp rY  coscp 


211  '  2TC 

ou  encore 


=  o; 


cp     /- 


X  sincp  —  Y  coscp  +  (  Z -o  )— ^  =  0. 

'  '       \         iiz  '  J    h 
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Si  l'on  fait  Z  =  o,  on  voit  que  la  trace  de  ce  plan  a  pour 

équation 

X  sincp  —  Y  coscp  —  rcp  =  o. 

Son  enveloppe  sera  donnée  en  combinant  cette  équation 

avec 

X  coscp  -i-  Y  sincp  —  r  =  o, 

ce  qui  donne 

X2+  Y2=  r2(l-H(p2) 

ou 

cp  =  -/X2  + Y2— r2. 

Donc  l'enveloppe  a  pour  équation 


V/X2^Y2_^2             .    ^X2h-Y2  — r2 
X  cos —  Y  sin =  r. 


L'angle  que  le  plan  oscillateur  fait  avec  le  plan  de  hase 
du  cylindre  est  constant;  car  cet  angle  a  pour  cosinus 


1 

~h 


zr     ^    /         47i2r2 


ou  sint  ;  il  fait  donc  l'angle  i  avec  la  génératrice  du  cylindre  ; 
il  rencontre  Vaxe  du  cylindre  à  la  hauteur  du  point  oii  il 
est  osculateur. 

Car  pour  X  =  o,  Y  =  o,  on  a  Z  =  —  cp. 

Rayon  de  courbure,  arc,  rayon  de  torsion,  etc.  —  On  a 

dx  =^  —  rsincp<icp,  <^  =       rcoscp<içp,  dz  =  — d^, 

d^x  =^  —  r  coscp  «icp2^  (py  —  —  r  sin  cp  c^cp2,  d^z  =  o, 

d'ix=       rsiaod(f^,         d^y  =  — rcos(fd^^,         d^z  =  o; 

donc 


\  4'ix2/     '  sin 


(3)  ^-        ..      .     ,.,,^.  ., 


^Cp2 

i 
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Tl  vient  ensuite 

A2 


ou 


ou  enfin 


Si  l'on  pose 


ou 


on  a 


ds^  R-2  =  (  ^  r2  +  r'-  )  do^ 


/  A2  \: 


—  rsinco  7"coso  ■ — 

'  '  27: 

—  rcoso  — rsin©  o 
r  sincp  —  r  coscp  o 


A=  — r^d'^\ 


ds^  ^2        2  Tt 


dt. 


R2  A        sin^  i    h         sin  i  cos  i 
Le  rayon  p  de  la  sphère  osculatrice  est  égal  à  R,  car 


Normale  principale.  —  Ses  coefficients  sont 

d'^x  ds  —  d^s  dx,         . . . , 

ou  simplement,  puisque  d^s=^Oj  d'^x,  d'^y,  d^z;  ses  équa- 
tions sont 

h 

X  —  r  coscp        y—   rsincp  iiz  ' 

r  coscp  rsincp  o 

OU 

X      _     y  _     ^^ 


coscp        sinco 


?• 


La  normale  principale  est  donc  perpendiculaire  à  l'axe 
du  cylindre. 


400  CHAPITRE    V. 


XXI.  —  Hélicoïde  développable. 

L'hélicoïde  développable  est  le  lieu  des  tangentes  à  l'hélice  ; 
nous  allons  trouver  ses  équations.  La  tangente  à  l'hélice  a 
pour  équations 

^ ^ 

X  —  rcoscp        Y  —  rsincp  itz^ 


ou  bien 

(I) 

On  en  tire 


—  rsincp  rcoso  h 

'2  71 


/  h      \2Tr 

X  =  r  cosco  —  (  Z o   -— -  /■  sin  ©, 

^       V  1-  '     h 


Y  —  r  sin  çp 


h     \ir. 


X2  ^  Y2  =.  ^  r2  fz  -  —  c^y  +  /'2, 
(2)  /  X  coscp  --h  Y  sincp  =  7^, 

Xs,ncp-Ycoscp  =  (^Z--cpj-^. 

Z<2  ^/-ace  <ie  l'hélicoïde  sur  le  plan  des  xy  est  une  déve- 
loppante de  cercle;  on  l'obtient  en  effet  en  posant  ^  =  0 
dans  (1),  ce  qui  donne 

(  X  =  r  coscp  -I-  r^>  sin  cp, 
(   Y  =  r  sin  cp  —  rcp  coscp. 

Ce  sont  les  équations  de  la  développante  de  cercle.  Il  va  sans 
dire  que  toutes  les  sections  horizontales  de  l'hélicoïde  seront 
également  des  développantes  de  cercle. 

Les  génératrices  de  l'hélicoïde  développable  rencontrent 
la  développante,  trace  de  V hélicoïde  sur  le  plan  des  xy  à 
angle  droit. 

En  effet,  les  coefficients  directeurs  de  la  tangente  à  la 
courbe  (3)  sont 

—  r  sincp -h  rcp  coscp  +  r  sincp,     r  cos  cp -f- r  cp  sin  cp  —  r  coscp,     o, 
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OU 

rcpcoscp,     -f- rcp  sincp,     o; 

ceux  de  la  génératrice  de  l'hélicoïde 

—  r  sincp,     r  coscp,     o. 

Ces  deux  directions  satisfont  bien  à  la  condition  d'orthogo- 
nalité. 

Les  sections  de  l'hélicoïde  par  des  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  sont  les  développantes  de  l'arête  de  rebroussement. 
Donc  : 

Les  développantes  de  Vhélice  sont  des  développantes 
de  cercle. 

Cherchons  maintenant  la  surface  polaire  de  l'hélice 

h 

a?  =  7' coscp,        jK  =  rsinçp,         z=  — o. 
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Le  plan  normal  a  pour  équation 

[  h      \      h 

(4)  ^  sino  —  r  C0S9 -^    -S P     =o; 

la  droite  polaire  a  pour  équation  (4)  et  sa  dérivée 

(5)  07  cos 9 -i- r  sin  c? —  - — —  ==  o. 

Si  nous  comparons  les  formules  (4)  et  (5)  avec  (2),  nous 
voyons  que  ces  équations  (4),  (5)  représentent  un  hélicoïde 
dont  l'arête  de  rebroussement  serait  tracée  sur  un  cylindre 

de  rayon  -j-^  et  dont  le  pas  serait  Ji.  Donc  : 

La  surface  polaire  d'une  hélice  est  un  hélicoïde  déve- 
loppai) le. 

XXn.  —  Développées  de  l'hélice. 

Les  équations  d'une  développée  sont 

!X  — .r  =  R(a'—  «"tangi), 
Y-7  =  R(6'-6''tangO, 
Z  — ;î  =  R(c'  —  c"  tangï), 
L.  —  Traite  d'Analyse,  II  26 
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^     di  l        ^^  rr^ 

on  -f-  ^=  7f^'  L-omme  1   est  constant,  tanfff  est  une  constante 

as         i  ^         o 

arbitraire  que  nous  appellerons  k\  d'ailleurs 

^  da        ^  da  d^  _.  do 

a   —  K— -=K— -i-=  —  Rr  cos  o  -^  , 

ds  d^    ds  '  ds 

6»   =  —  Kr  sinc5  — ^, 
*  ds 


a"  =■  hc'  —  cb' ■=  V\--^{b  de  —  c  db ), 


En  substituant  ces  valeurs  dans  (i)  et  en  remplaçant  a, 
Z>,  c  par  leurs  valeurs,  on  obtient  des  équations  compliquées 
et  transcendantes  que  nous  n'écrirons  pas. 

XXIII.  —  Projections  de  l'hélice. 

Lorsque  Von  projette  obliquement  une  hélice  sur  un 
plan,  on  obtient  une  cycloïde  allongée,  raccourcie  ou 
proprement  dite. 

En  effet,  les  équations  de  l'hélice  étant 

(i)  .'r=rcoscp,         y~r's,\xio^         z—  — cp, 

une  droite  parallèle  au  plan  des  zx  a  pour  équations 

(2)  y  —  a,         z  —  mx -r- n; 

la  condition  pour  qu'elle  rencontre  l'hélice  est 

h 

(3)  rsinc&  =  <2,         — co  =  mr  coso -h /i. 

Supposons  que  l'on  ait  éliminé  o,  on  aura  une  relation 

w{a,  n)  =  o; 

en  éliminant  a  et  n  entre    cette    équation  et  (2),    on   aura 
l'équation  du  cylindre  parallèle  à  la  droite  (2)  passant  par 

l'hélice,  ou 

"^{y^  ^  —  nix)  =  o. 
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Ainsi  ce  cylindre  s'obtient  en  éliminant  a,  n^  o  entre  (2) 
et  (3). 

Eliminons  d'abord  a  et  /^,  nous  aurons 

^' 
jK=A'smcp,         z o  —  m{x  —  /'coscp). 

Si  maintenant  on  veut  avoir  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan 
des  Xf^  il  faudra  faire  ^  =  o,  ce  qui  donnera  les  équations 

h 
r  =  rsincp,         x  =  r  cos^ cp. 

Je  dis  que  ces  équations  sont  celles  d'une  cycloïde  allongée 
ou  raccourcie  :  en  effet,  transportons  l'origine  au  point  dont 

les  coordonnées  sont  o  et  ?  nous  aurons 


h 

h 

a?  = ■  cp  -4-  r  coscp  ; 


changeons  ^  en  —  ^,  jk  en  —  jr,  il  viendra  finalement 

h 

X—  9  — rcos9, 

h 

y  = /'  sin  o. 

iizm 

Ce  sont  bien  les  équations  d'une  cycloïde  allongée  ou  rac- 
courcie. 

Si  l'on  prend 

h  h 

=  r         ou         m 
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on  aura  une  cycloïde  proprement  dite.  Or  l'équation  de  la 
projection  de  l'hélice  sur  le  plan  des  zx  est 


h  X 

^  =  —  arc  cos  - 
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On  en  déduit 

dz  h  I 


dx  ir.  ^,.2_^2 

et,  pour  ^  =  o, 

dz^ ^  __ 

dx  '1  r.  r 

L'inclinaison  qui  donne  la  cycloïde  est  donc  facile  à  con- 
struire. Elle  est,  comme  l'on  voit,  parallèle  à  la  tangente  à 
l'hélice  (il  ne  faut  pas  oublier,  en  effet,  que  l'on  a  changé  x 
en  — x). 

XXIV.  —  Théorèmes  de  Puiseux  et  de  M.  Bertrand. 
Théorè:me  de  Puiseux.   —    Toute  courbe  dont  les  deux 


co 


urbures  sont  constantes  est  une  hélice  ordinaire. 


On  a,  en  effet,  en   nous  servant  des   notations  employées 

plus  haut, 

da'  _       /a        à"\ 

c'est  une  des  formules  de  Serret.  Or,   si  R  et  T  sont  con- 
stants, la  différentiation  donne 


et,  en  posant  ^ 


d'où 


et 


d^a' 

a'         a' 

ds^'    ~ 

■  K2  -  T^' 

I            I 

T^-W 

d^a' 

a' 

ds^ 

-       k-^' 

da'  d^a' 

a'  da 

^   ds     ds^ 

=      ""  k^    ds 

/da'Y 

[ds)    - 
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h  désignant  une  constante.  On  en  déduit 


I              r/a' 

ds 

k^h     /         a'-^ 

~  T 

V  '       hk^ 

et,  par  suite, 

a'          s 

arc  sin  — —  =  -y 

k  y/A        f^ 

-\-p, 

p  désignant  une 

constante 

On  en  tire 

a'  =  k  s/ h  (  cos/>  sin  j  +  sin/>  cosy  j  ; 

on  aurait  deux  formules  analogues  pour  calculer  b'  et  c',  à 
savoir 

b'  =  k  ^Tif  cosq  sin  y  +  sin^  ^^^T 


:'  —  k  \/ji  cosr  sin^  -+-  sin 


r  cost 
k 


On  doit  conclure  de  là  a'-  +  b'-  +  c'-  =  i ,  quel  que  soit  5; 
donc 

I  —  2a\^  V^^  cos/>)"  sin^-y-  -h  2  ^(A"  '^f^j  sin-y  cost  sin/?  cos/> 

(«)  :  _  ^ 

\  (a-  v/^sin/>)^cos2-: 
en  particulier,  pour  5  =  o,  on  a 

k'^  h  2,  sin2/?  =:  I, 

ce  qui  suppose  que  A- y/A  sin/),  kyhsinq,  A"y/Asinr  sont  les 
cosinus  des  trois  angles  que  fait  une  même  droite  avec  des 
axes  rectangulaires.  On  en  dirait  autant  de  k^hcosp,  etc.;  la 
formule  (a)  donne  alors 

o  =  ^.{^  /a)"  sinjo  cosp. 

Donc  les  deux  droites  en  question  sont  rectangulaires,  et  l'on 
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peut  poser,  en  donnant  une  nouvelle  signification  à/?,  7,  r, 
et  en  appelant/?',  q\  r'  de  nouvelles  constantes, 


a  =  cosp  cost  -!-  cosjo  sin- 

s  s 

b'  =  cosq  cosy  -î-  cos^'siny 


s  .    s 

cos/'cosy  -I- cos7''siny 


d^  oc 
Si  l'on  observe  alors  que  a'=  R  -y-j?  •    •?  on  aura 


R  —r-r   —  cosp  COSy   -4-  COS/>  Siriy: 


7P 


R    —r-   — -T-k  cosp  sin^  —  A"  cosp'cosy  —  A, 
ds  ^         k  ^  k 

A  désignant  une  constante;  mais/ ^)  -^  \-^)  ^~(^)  ^^^^ 
faire  l'unité;  donc,  en  raisonnant  comme  tout  à  l'heure,  on 
voit  que  A  est  le  produit  par  y/R- —  A"-  d'un  cosinus  cos/?'' 
relatif  à  une  droite  perpendiculaire  aux  deux  droites  déjà 
considérées.  On  en  conclut  de  nouveau 


R:r  =  —  A2  cosp  COSy  —  k^-  cosp'sïïïj  H-  k^  cosp" s  y/R"^  —  k^, 

Si  nous  prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  droites 
rectangulaires  définies  par  les  angles  p,  p' ,  /»",  q,  q' ,  cf ,  r,  r', 
r" ,  nous  aurons,  en  appelant  X,  Y,  Z  les  nouvelles  coordon- 
nées, 

RX  s  ^\         .    s  RZ 

-7—    =   COSy,  R   TT,    =   Sinyj  —-==-zi    =  S, 

A2  A  A2  A  ^R2__A2 

ce  sont  bien  les  équations  d'une  hélice. 

Théorème  de  M.  Bertrand.  —  Quand  le  rapport  des 
deux  courbures  d^une  courbe  est  constant,  cette  courbe 
est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  à  base  quelconque. 
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Gomme  on  a 

da        a! 

da!'        a' 
ds         T 

on  en  déduit 

da         db 

da"  ~  db" 

de         I 

~  de"  ~  k 

k  désignant  le  rapport  constant  des  courbures,  ou 

dd' —  /cc/rt  =  o,         ...  ; 
d'où  l'on  tire 

d' —  ak  —  const. ,  .... 

Si  l'on  ajoute  les  équations  analogues  à  celle-ci  après  les 
avoir  élevées  au  carré,  on  voit  que  la  somme  des  carrés  des 
seconds  membres  doit  faire  i  +  k-.  On  posera  donc 

d'—  akr=p  s/V^~¥^,     b"—  bk  =  q  s/i-r-k'^,     e"—  ek  =  r  ^i-^k^, 

p^  Çj  r  désignant  les  trois  cosinus  directeurs  d'une  droite 
arbitraire.  Prenons  cette  droite  pour  axe  des  ^,  nous  aurons 

a"  =  ak,         b"  =  bk,         e"  —  ek  -\-  ^ i  -r-  k-. 
En  élevant  ces  équations  au  carré  et  en  les  ajoutant,  on  trouve 

1  =  ki  +  lek  y/i  -H  A-2  +  i  -+-  /r^ 
ou 

k  „  /:2 


c  =  — 


s/i-^k^. 


Ainsi  c  et  d'  sont  constants  et,  par  suite,  la  tangente  et  la 
normale  font  des  angle 
De  c  =  const.  on  déduit 


binormale  font  des  angles  constants  avec  une  même  droite. 


dz       , 
h  désignant  une  constante.  Cette  formule  peut  s'écrire 

ds^ 
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OU  bien 


ds-  —  dz''-        h'  —  I 
Si  l'on  prend  alors  pour  variable  l'arc 

di  =  \Jds'^  —  dz-  —  si dx'  -t-  dy'^ 

de  la  base  du  cylindre  projetant  la  courbe  sur  le  plan  des  xy ^ 

on  a 

dz^  _      h> 

^  ~  h^  —  I 

ou 

dz  =  — ; —  di  ; 

s/h-^  —  I 

ainsi  , 

h 

z  =     , — r  0-  -f-  const. 

v/A2  — 1 

L'ordonnée  varie  donc  proportionnellement  à  l'abscisse  cur- 
viligne, et,  par  suite,  la  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  quelconque. 

XXV.  —  Sur  les  courbes  sphériques. 

Lorsqu'une  courbe  est  tracée  sur  une  sphère,  cette  sphère 
est  sa  sphère  osculatrice  et,  en  appelant  p  son  rayon,  on  a 

Si  l'on  suppose  R  constant,  on  a  \-f)  =  o  et  p  =  R.  Mais 

on  peut  avoir  aussi  T  =  oo  ,  et  alors  la  courbe  est  plane. 

Si  R  =  p,  il  y  a  doute  \  mais  il  est  facile  de  prouver  que  sur 
la  sphère  toutes  les  courbes  de  courbure  constante  sont  des 
cercles,  comme  il  suit. 
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Les  équations  qui  déterminent  le  centre  de  la  sphère  oscu- 
latrice  sont  celles  de  trois  plans  normaux  voisins,  ou 

a{X  —  x)-hb(Y—y)-^c{Z  —  z)  =  o, 
a\X  —  x)-\-b'{Y—y)-r-c'{Z~z)  ^  R, 

«"(X-.r)  +  è"(Y-j)  +  c"(Z-^)  =  T^. 

Faisons  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o;  en  plaçant  l'origine  au  centre 
de  la   sphère  osculatrice,  supposons  -p  =  o,   R=p;  nous 

aurons 

x  —  —  pa',        y=  —  pb',         z  —  —  pc' 

ou 


x  =  -p 

d^'X 

ds^' 

y  ' 

=  —  ? 

d^-y 
ds-2 

et, 

en 

éliminant 

p. 

yd'- 

X 

—  X 

d'y- 

r^   0, 

ce 

qui 

revient  à 

Z  dy  — y  dz  —  k  ds, 
X  dz  —  z  dx  —  B  ds, 
y  dx  —  X  dy  ^  C  ds. 

De  ces  équations  on   tire,  en  multipliant  la  première  par  x, 
les  autres  par  r  et  ^,  et  en  ajoutant, 

kx  -^By  -\-Cz  =  o, 

ce  qui  prouve  bien  que  la  courbe  est  plane. 

XXVI.  —  Formules  de  M.  Hesse  pour  le  plan  osculateur. 

M.  Otto  Hesse  a  fait  connaître  une  forme  assez  condensée 
de  l'équation  du  plan  osculateur  d'une  courbe  ou  de  son 
rayon  de  courbure  ;  quand  cette  courbe  est  donnée  par  l'inter- 
section de  deux  surfaces  rapportées  à  des  coordonnées  tétraé- 
driques  ou  homogènes 

(l)  cp(:Pi,  372,  ^3,  ^4)  =  o,  ^{Xu  00^,00^,   Xx)^-0, 
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on  a  entre  les  coordonnées  la  relation 

OÙ  a,,  ao,  a3,  a.,  désignent  les  faces  du  tétraèdre  de  référence 
et  V  le  triple  de  son  volume.  Soient 

do    _  ^'\'   _   \ 


()2çp        _  ()i^ 


''•/'  r)r^..)^.    ~   ^'7' 


J>/ 


àxidxj        '      àxidxj 

l'équation  d'un  plan  passant  par  la  tangente  à  la  courbe  est 
de  la  forme 

(3)  ^ =^^^ 

c'est  l'équation  d'un  plan  passant  par  le  point  x^, x,^  et 

par  le  point  x,  -4-  dx,,  Xo  -\-  dx., Si  l'on  exprime  qu'il 

passe  par  le  point  x,-^  dx,~^  ".d'^ x^,  ^,  +  .  .  .  ^  ou  que  la 
distance  du  point  ^,^  A^^,  x.-^  t^x.,  ...  est  du  troisième 
ordre,  on  a,  pour  déterminer).  :  |jl,  l'équation 

A  et  |i.  ou  plutôt  leur  rapport  est  déterminé.  Nous  pouvons 
prendre 

(4 )  ^  "^  2 '^id^oci,         (J-  =  ^ ^id^Xi ; 

mais  nous  allons  nous  débarrasser  des  différentielles  et  nous 
observerons  que  l'on  a 

(  5 )  ^  cp/ dxi  -^  o,         ^  <];/ dx/  =  o, 

(  6 )  ^?i"  d^  ^i  +  ^?0-  dxi dxj  ^--  o,     ^'\>i  d-2  Xi  -^  ^"^ij  dxi  dxj  =  o. 
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Enfin  la  formule  (2)  donne 


(7) 


^ciidxi 


A  l'aide  des  formules  (6),  les  formules  (4)  peuvent  s'écrire, 
en  négligeant  le  signe,  ce  qui  finalement  n'a  pas  d'influence, 


(8) 


^Oijdxidj^j, 


lijdxidxj. 


Des  formules  (5)  et  (7),  il  s'agit  maintenant  de  tirer  dx=^_^  dx^^ 
dx.r^  pour  les  porter  dans  (8),  en  négligeant  dans  1  et  [x  un 
facteur  qui  leur  sera  commun.  On  aura 


?11  'fl2  ?13  ?14  ?1  Vl  2«1 

Cp2i  Cp22  ^23  ?24  'f2  ^'2  ^2 

"Psi  'f32  ^33  ^34  ?3  4^3  «3 

X  =        ©41  042  943  P44  <^4  4^4  ^4 

Cpi  C52  03^4000 

4*1  4^2  4^3  4*4  O  O  O 

ai  a2  a.3  a4  o  o  o 


Avant  d'écrire  la  valeur  de  \k,  simplifions  celle  de  \.  Pour  cela, 
multiplions  la  première  colonne  par  ^^,  la  seconde  par  ^25  la 
troisième  par  ^3,  la  quatrième  par  ^4,  la  cinquième  par 
—  [jn  —  1)  (m  désignant  le  degré  de  la  fonction  homogène  cp); 
ajoutons  ces  colonnes  pour  en  faire  la  cinquième;  procédons 
de  même  sur  les  lignes;  ayant  ensuite  égaijd  au  théorème  des 
fonctions  homogènes^  nous  ramenons  notre  déterminant  à  la 
forme 


'fil  fl2  ?13  ©14  ^^1 

f21  f22  f23  ^24  4^2 

f31  f32  f33  'f34  4^3 

?4I  f42  ?43  f44  4^4 

4^1  4^2  4^3  4^4  o 


aia?i 


a3^3-!-  a4^4 


Si  nous  désignons  ce  déterminant  par  le  signe  H(o,  h)  (c'est 
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le  liessien  de  la  fonction  cp,  bordé  avec  les  coefficients  du  plan 

Xi  '},  -4-  XotJ^o  4-X3'i;3  +  Xi'i^i  =  o),  nous  aurons 


i:x.T.       ^x. 


(9)  (m-i)-^— ~^-{n-i) 

pour  l'équation  cherchée  du  plan  osculateur.  Nous  supposons 
la  fonction  '|  de  degré  n. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Le  cercle  osculateur  d'une  courbe  sphérique  est  sur  la  sphère 
qui  contient  cette  courbe.  (Démontrer  directement  sans  faire  usage 
de  la  considération  de  la  sphère  osculatrice.) 

2.  Si  une  courbe  A  a  son  rayon  de  courbure  constant,  le  lieu  de 
ses  centres  de  courbure  B  aura  aussi  son  rayon  de  courbure  con- 
stant ;  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  courbe  B  sera  la  courbe  A. 

3.  Soient 

^  =  ?(9),        7-X(e),        ^  =  4^(6) 

les  équations  d'une  courbe  gauche  A;  soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées 
d'une  autre  courbe  B,  telle  que 

d\  d\  dZ  ^ 


d-y  dz  —  d'^z  dy        d'^z  dx  —  d'^  x  dz        d^x  dy  —  d^y  dx 

Le  plan  osculateur  et  le  plan  normal  de  la  courbe  A  seront  respecti- 
vement le  plan  normal  et  le  plan  osculateur  de  la  courbe  B.  Soient 
;-  et  t  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  la  courbe  A  ;  R  et  T 
ceux  de  la  courbe  B;  on  aura 

R  =  N  'Ê^±ly2^^  (, 

d%'^  r 

dx^^^^dy^j^^dz^ 

(Composition  donnée  par  M.  Hermite  aux  élèves  de  l'École  Poly- 
technique, 1873.) 
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4.  Démontrer  : 

1°  Que  toute  courbe  plane  S  tracée  sur  un  plan  horizontal  peut 
être  considérée  comme  l'ombre  d'une  certaine  surface  de  révolution  R 
dont  l'axe  est  vertical,  éclairée  par  des  rayons  que  l'on  supposera 
parallèles. 

2°  La  développée  de  la  courbe  S  est  alors  l'ombre  du  conoïde  ayant 
pour  axe  l'axe  de  la  surface  de  révolution  R,  pour  plan  directeur  le 
plan  horizontal  et  pour  directrice  la  courbe  d'ombre  propre  de  la 
surface  de  révolution.  (Dunesme.) 

5.  Si  les  génératrices  d'une  surface  développable  tournent  d'un 
même  angle  autour  d'une  trajectoire  orthogonale  T  (i)  de  ces  géné- 
ratrices, le  lieu  de  leurs  nouvelles  positions  est  une  autre  dévelop- 
pable dont  l'arête  de  rebroussement  est  sur  la  surface  polaire  de  la 
trajectoire  T. 

6.  Les  tangentes  à  deux  développées  d'une  courbe  G,  qui  abou- 
tissent en  un  même  point  de  cette  courbe,  se  coupent  sous  un  angle 
constant. 

7.  On  sait  que,  pour  qu'une  courbe  soit  plane,  il  faut  et  il  suffit 
que  son  déterminant  soit  nul;  trouver  un  critérium  analogue  pour 
reconnaître  si  une  courbe  est  sphérique. 

8.  Trouver  un  critérium  qui  permette  de  reconnaître  si  une  courbe 
peut  être  placée  sur  un  cône  de  révolution. 

Examen  du  cas  où  le  cône  est  une  sphère  de  rayon  nul. 

9.  Si  par  les  divers  points  d'une  courbe  gauche  on  mène  les  tan- 
gentes, on  formera  une  développable;  coupons  cette  développable 
par  le  plan  osculateur  en  M  à  la  courbe,  l'intersection  se  composera 
d'abord  de  la  génératrice  de  la  développable  passant  en  M,  puis  d'une 
certaine  courbe  tangente  à  l'arête  de  rebroussement.  Si  l'on  appelle 
Ri  le  rayon  de  courbure  de  cette  courbe  en  M  et  R  le  rayon  de  l'arête 
de  rebroussement  au  même  point,  on  aura 

10.  Soient  a?,  j,  z  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  gauche. 
Si  l'on  désigne  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rapport  à  l'arc, 

(')  On  appelle  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  courbes  une 
autre  famille  de  courbes  coupant  toutes  celles-ci  à  angle  droit. 
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on  a,  en  appelant  R  le  rayon  de  courbure,  T  le  rayon  de  torsion, 


x"-  ■ 

4-/2^ 

^'2 

= 

I, 

x"^- 

-7"^- 

z"-^ 

= 

I 

x'"^  ■ 

4-y"2-f- 

z'"^ 

= 

I 

I  - 

-l-R'2 

R2T5 

R^     ' 

x'x' 

■"  -^yy 

"  -+-  z'  z'"  •-= 

— 

I 

Ri 

> 

x"x' 

"  -yy 

'  -f- 

z" 

'  z'"  — 

1 

R 

(i 

)■• 

x'x 

'"^-yy 

"4- 

z' 

^  I  V 

Aj       — 

— 

l( 

'ïy 

11.  En  appelant,  comme  dans  le  texte,  a,  b,  c  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  à  une  courbe,  a,  b',  c'  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  principale,  a",  b",  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  binormale, 
on  trouve 


7  ds     ,  ,  ,  7  /  <^        <^  \  1  „       ds     , 

da=  Y  a,         da  ^  -  dsy^^  —  \  ,         da  ^  —  a  \ 

ce  sont  les  formules  de  Serret. 
On  a  en  outre 

7^               d^-s  7    7  I      ,       ds'^     ,, 

d^-a^ ^  a^  dsd  ^a  —  —^a  , 

d^a  =  —  dsd  ^  ^~^^M  j^  "^  X2  )^  ""^^'^  R  ^"' 

ds-  I  ds'^ 

d-^a"=  —  -^  a-hdsd  ^  a'—  —  a", 


Les  différentielles  d'un  ordre  plus  élevé  ont  été  calculées  par 
M.  Brisse  (Annales  de  l'École  Noj^male,  1874);  elles  sont  calculées 
jusqu'au  sixième  ordre. 

12.  La  différence  entre  un  arc  et  sa  corde  est  donnée  par  la  for- 
mule suivante,  où  R  et  T  désignent  la  courbure  et  la  torsion  : 

ds^  ds^     j  1  ds^ 

ds  —  c  —  — t-^t:;   h r^c  d 


24R2        24R      R        24oRn8R2        3T2 

(Gavarni.) 


ds^  /  ,  i  Y       ds^     -,  I 
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13.  Soient  h  la  plus  courte  distance  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines  d'une  courbe  gauche,  R,  T  les  rayons  de  courbure  et  de  tor- 
sion de  cette  courbe,  ds  l'élément  d'arc  ;  on  a 

h 


12RT 

aux  termes  du  quatrième  ordre  près. 

14.  Soient  dr^  l'angle  sous  lequel  se  coupent  deux  sphères  oscula- 
trices  infiniment  voisines  d'une  courbe  gauche,  ds,  R,  T  son  arc  élé- 
mentaire, ses  rayons  de  courbure  et  de  torsion,  -j^  sera  en  quelque 

sorte  une  troisième  courbure  de  la  courbe.  Nous  la  désignerons  par  ^ 

À 

et  nous  aurons,  en  appelant  p  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice, 

1  -  A  ^ 
X  ~  T^  rfR  * 

(Magnus  de  Sparre,  Bull,  de  la  Soc.  Statist.  de  l'Isère,  1875.) 

i5.  En  conservant  les  notations  des  exercices  précédents,  l'angle  ^ 
qu'une  tangente  fait  avec  le  plan  osculateur  voisin  sera  donné  parla 
formule 

ds'^ 

donc 

aux  termes  du  troisième  ordre  près.  {Id.) 

16.  En  faisant  toujours  usage  des  notations  des  numéros  précé- 
dents, la  distance  8  d'un  point  de  la  courbe  à  la  sphère  osculatrice 
au  point  infiniment  voisin  est  donnée  par  la  formule 

17.  Soit  Y  l'angle  que  la  plus  courte  distance  de  deux  tangentes 
infiniment  voisines  fait  avec  la  binormale,  on  a  (toujours  avec  les 
notations  des  exercices  précédents) 

I  ds 
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18.  L'angle  ^  de  deuv  normales  principales  infiniment  voisines  est 
(en  employant  les  mêmes  notations  que  dans  les  exercices  précé- 
dents) donné  par  la  formule 


^=*\/ir^ 


X2 


19.  La  plus  courte  distance  H  de  deux  normales  principales  infi- 
niment voisines  d'une  courbe  est  (en  se  servant  des  notations  des 
exercices  précédents)  représentée  par  la  formule 

H  ""'' 


v/R2  -r-  T2 

20.  Si,  par  la  tangente  à  une  courbe  gauche,  on  fait  passer  un 
plan  et  que  l'on  projette  la  courbe  sur  ce  plan,  le  rayon  de  courbure 
de  la  courbe  projetée  sera  la  projection  du  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  proposée. 

21.  Les  normales  principales  d'une  courbe  gauche  ne  peuvent 
jamais  se  trouver  sur  une  surface  du  second  degré.  (Bertrand,  Jouj^- 
nal  de  Lioiwille,  i85o.) 

22.  On  appelle  hélice  cylindro- conique  \dL  courbe  qui  coupe  sous 
un  angle  constant  toutes  les  génératrices  d'un  cône  de  révolution  : 
c'est  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  dont  la  base  est  une  spirale 
logarithmique.  On  propose  d'étudier  cette  courbe  comme  on  a  étudié 
l'hélice  ordinaire  dans  le  texte.  (  Voir  Paul  Serret,  Théorie  géomé- 
trique et  mécanique  des  courbes  à  double  courbure.) 
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CHAPITRE   VI. 

DES  QUESTIONS  QUI  DÉPENDENT  D'INFINIMENT  PETITS  D'ORDRE 
SUPÉRIEUR  AU  PREMIER  DANS  LES  SURFACES. 


I.  —  Des  contacts  des  différents  ordres. 

On  dit  que  deux  surfaces  sont  tangentes  en  un  point  M, 
lorsqu'en  ce  point  elles  ont  le  même  plan  tangent.  Alors  il 
est  facile  de  constater  qu'une  corde  NN',  non  parallèle  au 
plan  tangent  et  ne  faisant  pas  avec  lui  un  angle  infiniment 
petit,  est  du  second  ordre  par  rapport  aux  lignes  MN  et  MN', 
qui  sont  d'ailleurs  de  même  ordre  comme  côtés  d'un  triangle 
opposés  à  des  angles  finis.  En  effet,  la  ligne  NN'  est  égale  à 
la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  de  N  et  N'  sur  le 
plan  tangent  respectivement  multipliées  par  certains  sinus 
d'angles  finis;  ces  perpendiculaires  étant  du  second  ordre,  il 
en  sera  de  même  de  NN'. 

Ainsi,  en  général,  quand  deux  surfaces  se  touchent,  leurs 
cordes  communes  sont  du  second  ordre;  mais  on  conçoit  que 
l'ordre  de  ces  cordes  puisse  être  plus  élevé.  Nous  regarderons 
alors  le  contact  comme  plus  intime,  et  nous  dirons  c^ue  : 

Deux  surfaces  ont  un  contact  d'ordre  n  au  point  M, 
quand,  menant  une  corde  commune  NN',  non  parallèle  au 
plan  tangent,  cette  corde  sera  d'ordre  n  +  i  par  rapport  à 
MN  et  MN'  (qui  sont  évidemment  de  môme  ordre  comme 
côtés  d'un  triangle  MNN'  opposés  à  des  angles  finis),  quelle 
que  soit  cette  corde. 

Cherchons  la  condition  pour  que  deux  surfaces  aient  entre 
elles  un  contact  d'ordre  n.  A  cet  effet,  observons  que  l'on 
peut  supposer  à  la  corde  NN'  une  direction  fixe;  en  effet,  si 
L.  —  Traité  d'Analyse,  \\.  27 


4l8  CHAPITRE    VI. 

NN'  a  une  direction  variable,  par  le  point  N  menons  une 
corde  NP  commune  ayant  une  direction  fixe,  NP  sera  de 
l'ordre  de  NN';  car  les  côtés  NN'  et  NP  du  triangle  NPN'  sont 
opposés  à  des  angles  NPN'  et  NN'P  finis,  puisque,  par  hypo- 
thèse, ni  NN^  ni  NP  ne  sont  parallèles  au  plan  tangent,  c'est- 
à-dire  à  aucune  ligne  telle  que  N'P  faisant  un  angle  infiniment 
petit  avec  ce  plan. 

On  pourra  alors  prendre  pour  la  corde  NP  la  différence 
des  z  des  deux  surfaces,  pourvu  qu'en  M  le  plan  tangent  ne 
soit  pas  parallèle  à  l'axe  des  z  (s'il  l'était,  c'est  sur  les  x  ou 
les  j^  des  deux  surfaces  que  l'on  raisonnerait). 

Pour  que  les  deux  surfaces  aient  un  contact  d'ordre  n,  il 
faudra  donc,  et  il  suffira  que  la  différence  de  leurs  z  dans  le 
voisinage  du  point  de  contact  soit  de  l'ordre  /i  +  i.  Or  ces  z 
que  nous  appellerons  z  et  z'  au  point  M  se  développent  ainsi 

z  -^dz-^-d^z-v-...- ' — -  d'^z  ^.  .., 

1  \  .'1.  .  .  n 

z'  H-  dz'  +  -  6?2^'  -f- .  .  . d'^z'  -4- 

2  1 . 2 .  .  .  /^ 

Pour  que  la  différence  de  ces  quantités  soit  toujours  d'or- 
dre n  H-  I  autour  du  point  M,  il  faut  que 

z^z',         dz^dz',         d^z  =  d^z!,  ...,         dnz  =  dnz'. 

Ainsi  les  différentielles  des  ordonnées  z  doivent  être  les 
mêmes  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement. 

Les  conditions  précédentes  entraînent  les  suivantes  : 

,  dz        dz'  dz  __  dz' 


En  d'autres  termes,  les  dérivées  partielles  des  z  jusqu'à 
V ordre  n  inclusivement  doivent  être  égales. 

Lorsque  les  surfaces  sont  données  par  des  équations  telles 

que 

/(;r,j,  ^)=:o,        f'{x,y,z)  =  o, 
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on  trouvera  comme  il  suit  les  conditions  du  contact  d'ordre  n. 
Différentiant  une  première  fois  ces  formules,  on  aura 

-^  dx  -^   ~-  dy  -\~   ~  dz  =0, 

dx  dy    -^         dz 

-{-  dx  -\-  -4-  dy  ~  ~  dz  =  o] 

dx  dy     -^         dz 

on  éliminera  dz  et  l'on  égalera  à  zéro  les  coefficients  de  dx, 
dy.  Différentiant  encore,  on  procédera  ainsi  toujours  de  la 
même  façon. 

Quand  on  veut  exprimer  que/;=  o,  f^=  o  ont  un  contact 
d'ordre  /^,  on  se  borne  généralement  à  différentier  l'une  d'elles 
et  l'on  suppose  que  dz,  d-z,  d^z,  •  •  •  y  soient  remplacées 
par  leurs  valeurs  déduites  de  l'autre  équation. 

Théorème.  —  Deux  surfaces  qui  ont  un  contact  d^ ordre  n 
se  coupent  suivant  une  courbe  présentant  n  +  i  branches 
réelles  ou  imaginaires. 

En  effet,  supposons  les  surfaces  5  =  0,  z  =^  ^  rapportées  à 
leur  plan  tangent  commun  pris  pour  plan  des  xy  et  à  leur 
normale  commune  prise  pour  axe  des  ^,  leurs  z  se  dévelop- 
peront ainsi 

l'indice  o  indiquant  que  l'on  doit  supposer  ^  =  o,  jr  =  o.  La 
différence  entre  z  et  z'  étant  d'ordre  n,  on  aura 


1.2.3, .  .(/i-t-i) 


Or,  pour  avoir  l'intersection  des  deux  surfaces  projetée  sur 
le  plan  des  xy^  il  faut  faire  z  =  z'  ',  on  trouve  alors 


^« 
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ce  qui  est  manifestement  Téq nation  d'une  courbe  poss(?danl 
à  l'origine  un  nœud  k  n  -^  i  branches. 

La  réciproque  est  vraie,  car  la  différence  z  —  z'  égalée  à 
zéro  ne  peut  représenter  un  nœud  à  /i  -f-  i  branches  que  si 
les  termes  du  degré  le  moins  élevé  dans  cette  différence  sont 
d'ordre  /i  -f-  i ,  c'est-à-dire  que  si  z  —  z'  est  d'ordre  /z  +  i. 
Alors  les  surfaces  ont  évidemment  un  contact  d'ordre  n. 


IL  —  Plan  osculateur. 

Deux  surfaces  sont  osculatrices  quand,  eu  égard  au  nombre 
de  paramètres  qu'elles  renferment,  leur  contact  est  de  l'ordre 
le  plus  élevé. 

Cherchons  le  plan  osculateur  d'une  surface 

A^,y,  ^)=-o; 

l'équation  d'un  plan  est 

(i)  A^  +  Bx-h  C^  +  D  =o; 

elle  renferme  trois  paramètres.  On  pourra  l'assujettir  à  trois 
conditions,  différentions-la,  nous  aurons 

(2)  A-+-  Cq  =0, 

(3)  B  +  C7?=o; 

dans  les  formules  (i),  (2),  (3),  nous  supposerons  qu'à  la  place 
de  z,  p,  q  on  ait  pris  leurs  valeurs  déduites  àefi^x^y^  ^)  =  o  ; 
ces  formules  (i),  (2),  (3)  feront  alors  connaître  les  rapports 
A  :  B  :  G  :  D  et,  en  les  portant  dans 

AX-|-BY^-GZ-f-D=o, 

on  aura  l'équation  du  plan  osculateur,  lequel  a  avec  la  sur- 
face un  contact  de  premier  ordre.  On  trouve 

c'est  l'équation   du   plan    tangent,   on    devait  s'v   attendre. 
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Soient  r,  5,  t  les  dérivées  secondes  de  ^  ;  en  différenliant  en- 
core (2)  et  (3)  et  en  remplaçant  toujours  les  dérivées  de  z  par 
celles  déduites  de  l'équation  de  la  surface,  on  a 

Gr— o,        Cs=o^        G^=o, 
ou 

r  =  o,         5=0,         ^  =  o. 

Quand  ces  conditions  se  trouveront  satisfaites  d'elles- 
mêmes,  ce  qui  aura  lieu  en  certains  points  particuliers  ana- 
logues aux  points  d'inflexion  des  courbes,  le  plan  tangent 
aura  un  contact  d'ordre  plus  élevé,  il  sera  surosculateur  et 
coupera  la  surface  suivant  une  courbe  à  trois  branches. 

III.  —  Sphère  osculatrice.  —  Ombilics. 

Cherchons  s'il  est  possible  d'établir  un  contact  du  second 
ordre  entre  une  surface  donnée  et  une  sphère.  L'équation  de 
la  sphère  est 

(i)  (X-a)-2  +  (Y-i3)M-(Z-Y)-2=  R2, 

exprimant  que  le  point  (^,  y^  z)  de  la  surface  appartient  à  la 
sphère  ;  on  a 

(2)  (^_a)2--(J-^3)2-^(^_Y)•2==R2. 

Différentions  cette  formule  par  rapport  à  x  ely,  nous  aurons, 
en  supposant  le  p  et  le  q  remplacés  par  ceux  de  la  surface, 

(3)  x  —  y.^p{z  —  ^{)  =  o, 

(4)  j-P-i-^(^-Y)=o; 

les  formules  (2),  (3),  (4),  au  nombre  de  trois,  ne  déter- 
minent pas  tous  les  paramètres  a,  ^,  y,  R,  et  l'on  peut  écrire 
entre  eux  encore  une  relation;  mais,  pour  établir  un  contact 


r{^- 

-ï)^ 

■P'-- 

=  0, 

siz- 

-T)-f 

■pq- 

=  o, 

t{z- 

-Y)- 

9"-- 

-0, 
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du  second  ordre,  il  faudrait  encore  trois  relations  obtenues 
en  différentiant  (3)  et  (4),  à  savoir 


(5) 


en  sorte  qu'il  n'existera  pas  en  général  de  sphère  ayant  un 
contact  d'ordre  supérieur  au  premier. 

Cependant  en  certains  points,  que  l'on  a  appelés  ombilics, 
les  formules  (5)  peuvent  être  accidentellement  satisfaites,  et 
servir  concurremment  avec  (i),  (2),  (3),  (4)  à  la  détermina- 
tion de  a,  p,  y,  R;  on  a  alors 

(6)  -{z 


■T)  = 

s 

I 

1 

—  [x 

-a)  = 

.piz- 

-T)' 

—  (J 

-?)  = 

--q{z- 

■ï). 

La  condition  pour  qu'il  existe  un  ombilic  en  x^y^  z  est  d'ail- 
leurs donnée  par  les  relations  (6)  entre  /j,  q^  r,  s,  t^  à  savoir 

pq   ^   1-4-792  ^   l-^q\ 
^^^  S  r  t 

Nous  retrouverons  ces  équations  plus  loin,  comme  consé- 
quences d'une  autre  théorie. 

Les  équations  (^)  jointes  à  celles  de  la  surface  déterminent 
les  ombilics;  on  voit  que  toute  surface  possède  en  général 
des  ombilics  réels  ou  imaginaires.  Quelques  surfaces  pos- 
sèdent des  lignes  ombilicales,  c'est-à-dire  dont  tous  les 
points  sont  des  ombilics.  Enfin  la  sphère  est  la  seule  surface 
réelle  dont  tous  les  points  soient  des  ombilics,  comme  nous 
le  prouverons  tout  à  l'heure. 

Pour  qu'il  existe  une  ligne  ombilicale,  il  faut  que  les  équa- 
tions (7)  se  réduisent  à  une,  et,  pour  que  tous  les  points  soient 
des  ombilics,  il  faut  que  les  formules  (7)  soient  identiques. 
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IV.  —  Surfaces  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics. 

Il  est  facile  de  prouver  que  la  sphère  est  la  seule  surface 
réelle  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  En  effet,  si  tous 
les  points  d'une  surface  sont  des  ombilics,  les  formules  (7) 
du  paragraphe  précédent,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire, 

sont  identiques,  et,  en  observant  que  s  =^  -j^  =  --^-^7  on  peut 

les  écrire 


ôf         dx 


%--M-t--P<i-t--i^-^.^)  =  %--i^-^r-) 


ou 


(8) 


(9) 


-*   dx  I    dq 


dp 
dx 

i—p'      q  àx' 

^  ày     ^i^  dp^ 
i-r-q-^        p  df' 

on  en  conclut,  ce  que  l'on  vérifie  en  différentiant, 

(lOj  

f  logv/îT^  =  log/? -i- logv/4^(a7), 

cp  et  ^L  désignant  des  fonctions  arbitraires.  Il  faut  faire  atten- 
tion que  ces  fonctions  jouent  le  rôle  de  constantes.  En  effet, 
dans  l'équation  (8),  y,  ainsi  que  ses  fonctions,  sont  regardées 
comme  des  constantes. 

Les  formules  (10)  peuvent  s'écrire,  en  repassant  des  loga- 
rithmes aux  nombres, 

(10  ois)  l 

d'où  l'on  tire 
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Si  l'on  écrit  que  l'on  r  -f-  =  -^,  on  trouve 

^  oy         ox 

cp'  (  cpd/  —  I  )  —  y'  <!;  (  cp  -I-  I  )  _  t];'(cpt|;  —  i)—  •J>'cp(<];  +  l) 

v/cp  + 1  v/4^  +  i 

OU,  réductions  faites, 


(cp  +  l)'2  (-1  +  1)2 

Pour  qu'une  fonction  F(^)  jouisse  de  la  propriété 

F(^)=F,(j), 

quels  que  soient^  et  ^,  il  faut  que  F(jî;)  soit  constant;  par 
suite,  en  appelant  ic  une  constante,  on  a 


[?(7)  +  i? 
le  premier  membre  de  cette  formule  est  la  dérivée  de  -  ; 

V/cp(jK)+i 

on  a  donc,  en  observant  que  2c  est  la  dérivée  de  2cy  et  en 
appelant  2c'  une  nouvelle  constante, 

—  ">' 

=  'icy  -\-ic 


v/t(7) 
ou  bien 


de  même 


"^^^^       {cy-^c'Y       ' 


d'  désignant  une  nouvelle  constante;  si  l'on  porte  ces  valeurs 
dans  les  formules  (i  i),  on  trouve 


^  =  *l/:-^ 


{  c,r  -I-  c"  )- 


—  (c^-f-c  j^  —  (cjK  +  c) 
et,  par  suite, 

dz  =  p  dx  -^  q  dy  — ^         ^  -^  ^   -^      , 

zh  v/i  —  (ca7  H-  c")2  —  (cy-\-  c' )^ 


V 


Oi: 


CaLîFO" 
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ce  qui  peut  s'écrire 
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cdz  —  dl±:  \/i  —  {cx-\-  c")2  — (cj- 
On  a  donc,  en  appelant  h  une  constante, 


c')\ 


^^  =  \/l-{^ 


y  — 


ou 


(,  +  h)'-  +  {œ+'Çj+{^y+'-) 


c'est  l'équation  d'une  sphère.  Mais  on  peut  encore  satisfaire 
aux  formules  (lo  bis)  en  prenant  'f (/)  =  '^i{^)=^  —  ï>  elles 
deviennent  alors 

ce  qui  est  l'équation  générale  des  développables  isotropes 
(p.  3.6). 

Il  résulte  de  là  que  la  sphère  est  la  seule  surface  réelle 
dont  tous  les  points  sont  des  ombilics,  mais  nous  vojons 
qu'elle  partage  cette  propriété  avec  les  sphères  imaginaires 
et  avec  les  développables  isotropes. 


V.  —  De  la  courbure  des  surfaces. 

La  courbure  d'une  surface  est  une  notion  complexe,  et  elle 
ne  peut  pas  se  mesurer  par  un  seul  nombre,  comme  on  le  fait 
pour  les  courbes.  On  donne  une  notion  nette  de  la  courbure 
d'une  surface  en  définissant  la  loi  suivant  laquelle  varient  les 
courbures  des  sections  normales  autour  d'un  même  point. 
Cette  loi  est  assez  simple  pour  permettre,  comme  nous  allons 
voir,  de  définir  la  courbure  à  l'aide  de  deux  éléments  seule- 
ment. 

Rapportons  une  surface  à  son  plan  tangent  et  à  sa  normale 
prise  pour  axe  des  z\  son  équation  sera  de  la  forme 

(i)  z:={{rQX^-  —  iSQxy-r-tQy'^)-^...\ 

en  effet,  en  développant  z  parla  formule  de  Taylor,  le  terme 
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indépendant  de  ^  et  jr  sera  nul,  puisque  pour  ^  ^  o,  jk  =  o, 
on  doit  avoir  z  =  o]  les  coefficients  de  x  ety  sont  nuls,  puis- 
qu'ils sont  les  coefficients  directeurs  y-  et  y-  du  plan  tangent; 

To,  So,  to  désignent  alors  les  valeurs  de  ^,  ^^,  ^  pour 

La  courbure  d'une  courbe,  rappelons-le,  est  égale  au  double 
de  la  distance  d'un  point  de  la  courbe  à  la  tangente  au  point 
infiniment  voisin,  divisée  par  le  carré  de  l'arc,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  de  la  distance  du  point  à  la  normale.  Si 
bien  que  la  courbure  d'une  courbe  tangente  à  l'axe  des  ûo  à 

l'origine  des  coordonnées  est  lim-^  (p.  SGg). 

Ceci  posé,  l'équation  d'une  section  normale  de  la  surface 

faite  par  le  plan 

y  =  X  langa 

s'obtiendra  en  observant  que,  dans  l'équation  (i),  il  suffit  de 
remplacer  x  par  Xcosa  et  y  par  Xsina;  X  désignera  alors 
l'abscisse  d'un  point  de  la  section  dans  son  plan  comptée  sur 
le  plan  des  œy.  Cette  section  a  donc  pour  équation 

I  z  =  —  (to  cos^a  -h  2^0  sina  cosa  -h  ^o  sin^a)-!-. . .  ; 

la  courbure  de  cette  section,  ou  la  limite  de  -^^^  sera  donnée 

A." 

par  la  formule 

(2)  —  =  7'y  cos^a  -h  iSq  sina  cosa  -^  ^0  sin^a. 

La  courbure  d'une  section  normale  varie,  comme  l'on  voit, 
de  la  même  façon  que  l'inverse  du  carré  du  rayon  vecteur  de 
la  conique  représentée  par  l'équation 

On  a  donné  à  cette  conique  le  nom  à^ indicatrice.  On  voit 
qu'elle  a  son  centre  à  l'origine. 
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Voici  maintenant  les  conséquences  de  cette  théorie  : 

i"  On  peut  toujours  diriger  les  axes  de  manière  à  faire 

évanouir  le  terme  enxy^  c^ est-à-dire  le  ,    ,    de  la  su? face 

àz     ^  dz 
en  même  temps  que  -^  et  y  ' 

II, suffît  pour  cela  de  prendre,  pour  axes  de  coordonnées, 
les  axes  de  l'indicatrice  et  la  normale  à  la  surface. 

2"  Les  plans  qui  passent  par  la  normale  et  les  axes  de  l'in- 
dicatrice s'appellent/? /a/25/>/"i/2c//?a;/:?^,  sections  principales  ; 
dans  ces  sections  R  est  maximum  ou  minimum. 

3"  La  somme  des  courbures  de  deux  sections  rectangu- 
laires est  constante. 

En  effet,  la  somme  des  carrés  des  inverses  de  deux  diamètres 
rectangulaires  dans  l'ellipse  ou  l'hyperbole  est  constante. 

Ces  propositions,  qui  résultent  des  propriétés  de  l'ellipse 
et  de  l'hyperbole,  pourraient  se  déduire  de  la  discussion  de  la 
formule  (2)  où  elles  sont  en  évidence. 

Les  rayons  de  courbure  des  sections  principales  portent  le 
nom  de  rayons  de  courbure  principaux.  Avant  de  montrer 
comment  on  peut  les  calculer  directement  et  sans  transfor- 
mation de  coordonnées,  pour  un  point  quelconque  d'une 
surface,  nous  énoncerons  quelques  propriétés  de  l'indicatrice. 

U indicatrice  est  la  limite  d\ine  courbe  semblable  à  la 
section  faite  dans  la  sur  face  par  un  plan  qui  se  rapproche 
indéfiniment  du  plan  tangent,  en  lia  restant  parallèle. 

En  effet,  rapportons  toujours  la  surface  à  son  plan  tangent 
et  à  sa  normale,  l'équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 

z  =z  l{rox^--{-  iSQxy  -\-toy'^)-^-  -■> 

S  désignant  des  termes  du  troisième  ordre  en  x^  y.  Coupons 
par  le  plan  s  =  -?  la  section  aura  pour  équation 
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OU 

f  X  \^  X      y  /  y  \^-       ^ 

I  =  ^0       -7^         -f-  2^0  -^   ^    +  ^0  M7=    )     -i-   y  • 

Vv/a;  y/A  /A  VA/  ^' 

On  aura  une  courbe  semblable  à  celle-ci  en  posant 

—  -X         ^-Y 

et  alors  j  tend  vers  zéro,  si  l'on  suppose  que  X  et  Y  conser- 
vent des  valeurs  finies;  à  la  limite,  cette  courbe,  semblable  à 
la  section  en  question,  sera  représentée  par  l'équation 

i  =  roX2-^2^oXY  +  ^oY2; 
c'est  l'indicatrice. 

Remarque.  —  Il  est  bon  d'observer,  toutefois,  que,  si  le 
plan  tangent  au  point  considéré  était  surosculateur,  quoi- 
qu'il n'y  eût  point  là  à  proprement  parler  de  point  singulier, 
nos  conclusions  tomberaient  en  défaut.  La  section  par  un 
plan  infiniment  voisin  du  plan  tangent  serait  en  général  du 
troisième  degré  et  pourrait  être  d'un  degré  supérieur;  car 
alors  on  aurait  i^q  =  o,  So^=  o,  ^0  =^  o,  et  il  faudrait  avoir  égard 
aux  termes  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre. 

Nous  avons  dit  qu'un  plan  tangent  coupait  la  surface  sui- 
vant une  courbe  à  nœud;  cette  courbe  a  pour  équation 

0  =  |(ro^2^  2SQxy  -^  iof^)-^-  •  •  î 

l'ensemble  des  tangentes  au  nœud  a  pour  équation 

/'o  x^-+-  is^iXy  -\-  tay^  —  0  ; 

ce  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice,  ainsi  : 

Les  tangentes  au  nœud  de  la  courbe  provenant  de  V in- 
tersection dhine  surface  par  son  plan  tangent  sont  asym- 
ptotes de  V indicatrice  relative  à  ce  point. 

Cette  proposition  est  encore  vraie  quand  le  plan  tangent 
est  surosculateur,  pourvu  que  l'on  appelle  alors  indicatrice 
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la  courbe  semblable  à  la  section  de  la  surface  par  un  plan 
infiniment  voisin  du  plan  tangent  et  parallèle  à  ce  plan. 

Les  dérivées  secondes  de  z-,  en  un  point  déterminé  d'une 
surface,  peuvent  passer  par  toutes  les  valeurs  possibles.  Il  en 
résulte  que  l'indicatrice  peut  affecter  toutes  les  formes  des 
coniques  à  centre,  depuis  l'hyperbole  la  plus  ouverte  jusqu'à 
l'ellipse  infiniment  aplatie,  ou  système  de  deux  droites  paral- 
lèles. 

Quand  l'indicatrice  est  elliptique,  le  paraboloïde  oscula- 
teur  2  G  =  /'o  ^-  +  2  So  xy  -\-  t^y-  est  elliptique,  le  plan  tangent 
ne  coupe  pas  la  surface,  le  nœud  étant  ici  un  point  isolé, 
puisque  les  tangentes  au  nœud  ou  les  asymptotes  de  l'indi- 
catrice sont  imaginaires.  Les  rayons  de  courbure  principaux 
sont  de  même  sens. 

Quand  l'indicatrice  est  hyperbolique,  le  paraboloïde  oscu- 
lateur  est  hyperbolique,  le  plan  tangent  coupe  la  surface,  les 
asymptotes  de  l'indicatrice  sont  les  tangentes  au  nœud,  qui 
est  réel.  La  surface  n'est  pas  convexe,  on  dit  qu'elle  est  à 
courbures  opposées.  Les  rayons  de  courbure  principaux  sont 
de  sens  opposés;  deux  rayons  de  courbure  sont  infinis. 

Quand  l'indicatrice  est  parabolique,  le  paraboloïde  oscu- 
lateur  devient  un  cylindre  parabolique,  le  plan  tangent  coupe 
encore  la  surface;  la  section  présente  alors  ordinairement  un 
rebroussement.  Ce  cas  est  caractérisé  par  la  formule 

r^tQ  —  sl=o. 

Tous  les  points  d'une  surface  développable  sont  des  points 
pour  lesquels  l'indicatrice  est  parabolique.  L'un  des  rayons 
de  courbure  principaux  est  infini. 

Remarquons  enfin  que  les  sections  normales  passant  par 
les  asymptotes  de  l'indicatrice  ont  des  rayons  de  courbure 
infinis;  par  suite,  le  point  de  contact  est  pour  elles  un  point 
d'inflexion. 
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VI.  —  Équation  simplifiée  de  l'indicatrice. 

La  courbure  -  d'une  section  normale  tracée  sur  une  sur- 
P 
face  peut,  comme  on  l'a  vu  tout  à  l'heure,  se  mettre  sous  la 

forme 

-  =  rocos2a  +  2  5o  sinacosa^-  ifosin^a, 

P 

a  désignant  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  section  avec  l'axe 
des  œ.  Si  l'on  prend  les  sections  principales  pour  plans  des 
xz  et  des  j^,  alors  ^o  =  o,  et  l'on  a 

-  =  ro  cos^  a  -i-  ^0  sin^  a  ; 

P 

/'o  et  to  sont  alors  les  inverses  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux que  nous  appellerons  tt  et  -j^;  en  effet,  pour  a  =  o,  on  a 

1  71  I  , 

Tq  =  -  et,  pour  a  1=  -?  ^0  =  -'  en  sorte  que 
I        cos^oc        sin^a 


p  R  R' 

Si  l'on  appelle  p'  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
dans  la  direction  rectangulaire,  on  trouve 

I         sin'2a        cos^a 


p'  ~      R  R' 

d'où  l'on  tire,  ce  que  l'on  savait, 


I        I  _  1    ,     I 
p  "^  p^  ~  R  "^  R' 


L'équation  de  l'indicatrice  peut  s'écrire 


^2  y'2 

R  ^  R' 
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Soient  a  et  et!  deux  directions  conjuguées  par  rapport  à  Pindi- 
catrice,  on  aura 

tanga  tanga  — rr- 

et,  en  appelant  p'  le  rayon  de  courbure  correspondant  à  la 

directrice  a', 

I    _  cos^a'        sin^a'  ^ 

d'où  l'on  conclut 

VII.  —  Théorème  de  M.  Bertrand. 

JNous  appelions  courbure  d'une  surface,  au  point  M  ix^y^  z) 
et  dans  la  direction  dx^  dy\,  dz^  le  rapport 

dz  __   I 
ds       pi 

dz  désignant  l'angle  que  fait  la  normale  à  la  surface  en  M 
avec  la  normale  en  ^  +  dx^  y  -\-  dy^  z  -\-  dz,  qI  ds  désignant 
l'arc  ^dx-  -\-  dy^  +  dz^  qui  joint  ces  deux  points. 

Rapportons  la  surface  à  sa  normale  et  à  son  plan  tangent 
en  M;  la  normale  en  uq  point  quelconque  infiniment  voisin 
de  l'origine  i^x,  y^  z)  a  pour  équations 

X  —  X  -^ p{Z  —  z)  =  o, 

l'angle  £  de  cette  normale  avec  l'axe  des  z  est  donné  par  la 
formule 

I  :  \/ 1  -h p'^  ~  q^  —  cosg. 

Or  on  peut  poser 

z  =  ^  (rox^  -h  isoxy  -i-  toy^)  -\- .  ,  ., 

j,   .  â^-z       â^-z       d^z 

f'o,   So,   to,    ...    désignant  ^2,   ^^,   ^'   ••  pour  x  =  o, 

y  =z  o,  z  =  o.  On  en  tire 

I  p  =  rox-hsoy,         q  =  sqX -h  toy 
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et,  par  suite, 

_i 
cos£  ^  [i-^{roX-^SoyY-h{soCC  -^  tofY]    ^ 

et,  comme  cos£  =  i  —  —  ?  on  a 

si  nous  divisons  par  le  carré  de  la  dislance  a-  du  point  (^,  jk,  s) 
à  l'origine,  -  sera  la  courbure  de  la  surface  dans  la  direction  o-, 
et  nous  aurons 

~  —  ri  cos2 a  H-  2 5o ( ro -h  to)  sin a  cos a  +  ^^  sin^ a, 
Pî 

a  désignant  l'angle  que  a-  fait  avec  l'axe  des  x.  Si  R  et  R' 
désignent  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  au 
point  considéré  et  si  l'on  prend  les  sections  principales  pour 
plans  des  xz  et  des  yz,  on  trouve 

,  ^  I  cos^a        sin^a 

Cette  formule  est  de  M.  Rertrand. 

On  voit  que  pj  varie  comme  le  rayon  vecteur  d'une  ellipse 
dont  R  et  R'  seraient  les  demi-axes. 

Soit  yJ  la  direction  conjuguée  de  a  par  rapport  à  l'indica- 
trice, qui,  comme  l'on  sait,  est  la  courbe 

on  aura 

(i)  tangatanga  =  — — . 

Mais,  en  appelant  —  la  courbure  dans  la  direction  conjuguée 

Pi 

de  a,  (i)  donne 

^3) 


r    _  cos- a         sin^' 


INFINIMENT    PETITS     DANS    LES    SURFACES.  4^3 

Si  entre  (i)  et  (2)  on  élimine  successivement  R  et  R^,  on  a 
les  relations  remarquables 


sina         cosa 

cosa 

sina 

Pi    ~    R   ' 

Pi 

R'  ' 

sina         cosa' 

cosa 

P'i 

sina' 

P\    -    R  ' 

R' 

De  ces  formules  on  tire 

Pi  Pi      RR" 

^-^  est  ce  que  l'on  appelle  quelquefois  la  courbure  de  la 

surface;  on  voit  donc  que  le  produit  — j-  est  constant  et 
égal  à  la  courbure. 

Combinons  les  équations  (i)  et 


cos^^a        sin-'a 


p  K  K' 

du  paragraphe  précédent;  l'élimination  de  a  donnera 
I   _  I  /  I         I  \         I 

Nous  ferons  encore  connaître  une  expression  de  la  cour- 
bure —  donnée  par  M.  O.  Bonnet  (Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique, XXX V*^  Cahier). 

A  cet  effet,  appelons  V  l'angle  que  fait  la  direction  a  avec 
sa  conjuguée  par  rapport  à  l'indicatrice;  on  a 

cos^a        sin^a 


M  R  R' 

sinV 


i/^ 


os^a        sin^a 

ou 

psinV  =  pi; 
on  trouve  donc 

I  I 

pi        psinV 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

L.  —  Traité  d'Analyse,  IL  28 


434  CHAPITRE    VI. 

VIII.  —  Recherche  des  rayons  de  courbure  principaux 
Soit  maintenant 

l'équation  d'une  surface  donnée;  proposons-nous  de  calculer 
ses  rayons  de  courbure  principaux  au  point  dont  les  coor- 
données sont  oc,y^  z.  Posons  une  fois  pour  toutes 


(^) 


f  -  ^^ 

f   -f        ^'^ 

z-^:^' 

f  -^'^ 

,        dx 
;nt  ^'  =  -^  , 
ds 

'  ^           ds^  ^         ds 

les  trois  cosinus 

teurs  d'une  tangente  à  la  surface,  passant  par  le  point  (^,jk,  ^)- 
Par  cette  tangente  faisons  passer  une  section  normale  et  calcu- 
lons son  rayon  de  courbure.  Au  lieu  d'appliquer  les  formules 
générales,  nous  ferons  usage  de  l'artifice  qui  sait  : 

Menons  deux  plans  normaux,  infiniment  voisins,  à  la  courbe 
de  section  dont  nous  voulons  calculer  le  rayon  de  courbure; 
ces  plans  se  couperont,  comme  l'on  sait,  suivant  l'axe  du 
cercle  osculateur  (p.  378),  lequel  axe  rencontrera  le  plan  de  la 
courbe  de  section  en  son  centre  de  courbure.  Nous  remar- 
querons, pour  faciliter  le  calcul,  que  le  centre  de  courbure 
est  sur  la  normale  à  la  surface  qui  est  la  normale  en  x^  y^  z  k 
la  section.  Nous  aurons  donc,  pour  déterminer  les  coor- 
données du  centre  de  courbure  X,  Y,  Z  et  le  rayon  R  de 
courbure,  les  équations  suivantes  : 

(3)  i^X-oc)x'-^{\-y)y-^{Z-z)z'  =  o, 
équation  du  plan  normal  ; 

(4)  {X-  x)x"  -^-  {\  -y)y"  +{Z  -  z)z"  =  ^ , 
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équation  obtenue  en  différentiant  par  rapport  à  s  l'équation 
précédente  :  ces  deux  équations  représentent,  comme  on  l'a 
vu,  l'axe  du  cercle  osculateur  (^);  enfin 


(5) 


\-y  _Z-z  __  R 


/i       "         A  /a  N' 

équation  de  la  normale  à  la  surface  où  l'on  a  écrit,  pour 
abréger,  N  au  lieu  de  y/J  -h/l  -i-fl  et  où  R  représentera  le 
rayon  de  courbure  de  la  section. 

L'équation  (3)  est  contenue  dans  les  formules  (5),  ce  que 
l'on  peut  d'ailleurs  vérifier  en  observant  que  le  résultat  de 
l'élimination  de  X,  Y,  Z  ou  de  X  —  ûo,Y  — J^,  Z  —  z  donne 
l'identité 

(6)  fix'^/.y-i-fsz'^^o, 

qui  exprime  que  la  direction  f^ ,  /2,  /a  de  la  normale  à  la  sur- 
face est  perpendiculaire  à  celle  de  la  tangente  à  la  section 
considérée  x' ,  y' ,  s',  et  que  l'on  obtient  d'ailleurs  en  diff'é- 
rentiant  (i)  par  rapport  à  l'arc  s.  Des  formules  (4)  et  (5)  on 
lire 

(A)     x-^-v-'     ^-/^^-ixT'     ^~^^ir' 


(7) 


Mais,  en  différentiant  l'équation  (6)  par  rapport  à  l'arc  s  de  la 
courbe  dont  on  cherche  le  rayon  de  courbure,  on  a 

^- 2/237'-' +  2/31  ^'-'-+- 2/12  ^y  =  o  ; 


(  '  )  Soit  P  =  o  l'équation  sous  forme  abrégée  du  plan  normal  ;  P  H-  c/P  =  o 

sera  celle  du  plan  normal  voisin,  et  ces  deux  équations  représentent  l'axe 

du  cercle  osculateur;  la  seconde  peut  être  remplacée  par  c?P  —.  o,  combi- 

rfP 
naison  des  deux  équations,  ou  par  —z-  =  0  :  c'est  l'équation  (4)  du  texte. 


N    ' 

R 

I 

N 

^/l  ^'-1-/27"  4-/3^" 
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l'équation  (7)  prend  alors  la  forme  suivante  pour  le  calcul 
du  rayon  de  courbure  R  : 

R  _ — I 

N    ~    /ll^'2  +/22y^  +/33-  2  H-  V237'.5'-f-  2/31^'^'+  '2/1257'/  ' 

Si  nous  posons,  pour  abréger, 

/ll^'2  +/22/2  +/33^'2  +  2/237'^' 

nous  pourrons  écrire  ainsi  l'équation  précédente 

N 
(7  ^^■^)  {^  =  — ?(^',7',  -'). 

Pour  trouver  les  rayons  de  courbure  principaux,  il  suffît  de 

N 
calculer  le  maximum  et  le  minimum  de  ^  quand  on  fait  varier 

la  direction  x\  y\  z'  de  la  section  normale.  On  a,  pour  la 
condition  du  maximum  et  du  minimum, 

do  àz>  ôo 

(8)  o  =  ^,dx'+^dy+^,dz'; 

les  quantités  x' ^  y' ^  z'  sont  liées  entre  elles  par  les  relations 

(9)  /i^'  +  /2j'+/3-'=o  : 
c'est  la  relation  (6),  et 

(10)  ^'2+y2^_^'2  =  I, 

d'où  Ton  tire 

{o=fxdx'-^f2dy-^f^dz', 
\  0  =  x' dx' -^y  df -^  z  dz'. 

Si  l'on  applique  aux  formules  (8)  et  (11)  la  méthode  des 
multiplicateurs,  on  obtient  les  trois  formules 

^  +A/i-4-{j.a7'=o, 

{VI)  <  ~  _+-x/2-t-(xy=o, 

do 

^^,    -r-Xf^^    IXZ'=0, 
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OÙ  ).  et  !JL  désignent  deux  paramètres  à  éliminer.  En  éliminant 

X,  [JL,  x^ ,  y,  z'  entre  (7),  (9),  (10)  et  (12),  on  a  l'équation  qui 

N 
fait  connaître  le  maximum  et  le  minimum  de  -^;  pour  obtenir 

la  résultante,  nous  éliminerons  d'abord  \  en  multipliant  la 
première  formule  (12)  par  x'^  la  deuxième  parjr',  la  troisième 
par  z' ]  en  ajoutant  et  en  ayant  égard  à  (7),  (8),  (9)  et(io),  on 

a  -jj-  — ij.  =  o,  ou  [JL  =  —  •  En  remplaçant  alors  dans  (12) 

()cp      d'^      d'o  ,  1,1 

[JL  par  cette  valeur  et  ~^  ^— ,?  —,  par  leurs  développements, 

puis  en  divisant  par  2,  on  trouvera 


{'■ 


■fnr+fn- 


(i3) 


/l2^'+   f/22-f-  ]^  J7'+/23^'H-i>^/2=  O, 

/31^'  +  /32/-i-   1/33+    j^j^'-^  1^3  =  0» 
/l^'+/2j'-H/3^'=0. 

En  éliminant  ^^,  j-',  5',  X,  on  a  l'équation  aux  rayons  de  cour 
bure  principaux 


(i4) 


^  une  fois  connu,  les  équations  (i3)  feront  connaître  :r',^',  z' , 
c'est-à-dire  les  directions  des  sections  principales. 


/l3              /l 

/23             h 

/3I                     /32 

733  +1^/3 

/l                       h 

/3 

IX.  —  Discussion  de  l'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux. 

Théorème  1.  —  U équation  (i4)  aux  rayons  de  courbure 
principaux  est  du  second  degré,  elle  a  ses  deux  racines 
réelles  (si  la  sur/ ace  f=  o  est  réelle). 
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Si  nous  posons 

(i5)  0  = 
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/il  /l2  /l3  /l 

/2I  /22  /23  fi 

/3I  ^32  /33  A 

/l  /2  /s  O 


on  pourra  écrire  l'équation  (i4)  ainsi 


N* 

R2 


N   /   (^e  ()0      ^       r)0 


L'équation  (i4)  est  donc  bien  du  second  degré,  et  il  est  bon 
d'observer  que  0  n'est  autre  chose  que  le  liessien  de/,  à  un 
facteur  constant  près. 

Pour  prouver  que  cette  équation  (i4)  a  ses  racines  réelles, 
on  remarque  que,  si  ces  racines  étaient  imaginaires,  on  en 
déduirait  pour  x' ,  y' ^  z' ,  \  deux  systèmes  de  valeurs  conju- 
guées ;  désignant  le  premier  système  de  valeurs  par  x',  y',  z',  X 
et  le  second  par  x\  y" ^  z" ^  )/,  on  trouvera,  en  multipliant  la 
première  formule  (i3)  par  ^'',  la  seconde  parj",  la  troisième 
par  :^'  et  en  ajoutant, 


fy^x'x"-^f^:^{z'y'-\-yz")^...^ 


{x  x" -^  r'y" -^-  ^'-s"); 


le  coefficient  de  1  disparaît  en  vertu  àef^x"-\-f2y"-^fi^"^=<^' 
En  appelant  ^  la  valeur  conjuguée  de  ^j?  on  trouve  d'une 
façon  analogue 

fnx'x"-\-fi^  {z'y"-^yz")  + .  . .  = 


N' 


{x'  x"  -{- y' y -^  z  z")=  o; 


on  en  tire 


/N  _  n;\ 


donc,  comme  ^  est  différent  de  ^j  puisqu'ils  sont  conjugués, 


XX  -^yy'-\-zz  =  o, 


ce  qui  prouve  d'abord  que  les  directions  principales  sont  rec- 
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tangulaires,  et  ensuite  qu'elles  ne  sauraient  être  imaginaires, 
car  x' x"  =^  [uïoàx'Y  ;  on  aurait  donc 

(moda7')2+(mod7')2  +  (mod^')2  =  o, 

OU  x'  ^y  =^  z'  ^=  o^  ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  rela- 
tion x'--\-y'-  +  :;'-  =  i ,  à  laquelle  sont  assujetties  les  quan- 
tités x',  y,  z'. 

Problème.  —  Chercher  les  conditions  pour  que  V équa- 
tion (i4)  ait  une  racine  double. 

Si  nous  appelons  V  le  premier  membre  de  cette  équation, 
on  aura  à  la  fois 

et  V=:o,  si  l'équation  (i4)  ou  V  =  o  a  des  racines  égales. 
Or  on  a  (t.  I,  p.  log) 


^\\(r         ^\        V4/i2 


</•-.)  K^-nj 


multipliant  (16)  par -7 ^v'  ^^  trouve  alors,  en  rempla- 

dY                   dY  1  1  ♦•    '        ^ 

cant ^^  — ^—j  •  •  •  par  leurs   valeurs  tirées  de 

l'équation  précédente  et  de  son  analogue, 


r     '^^'     1 


ÔY  Y       /  dY  V 


Cette  formule  et  ses  analogues  montrent  que  les  mineurs  de  V 
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relatifs  aux  éléments  qui  n'appartiennent  pas  à  la  dernière 
ligne  et  à  la  dernière  colonne  sont  nuls  (au  moins  dans  toute 
surface  réelle). 

En  écrivant  toutes  ces  conditions,  on  tire 

2/3/1/13-/1  (/1I+    ^)   -/!  (/33+   ~)   -  O, 

2/1/2/12  -n  (m  -^T)-fi  (/il  +  i)  -^-  ^^' 
(17)     /  \       /      \       / 

/I/23-/1/2/13--/1/3/12+   (/ll-l-   |)/2/3-0, 

/l/l3  — /2/3/12  — /2/1/23  +  f/22  -+-   J^  j/3/1  =  O» 

!    /i/12— /3/1/23— /3/2/13+   f/33-i-^j/l/2=0. 

Si  aucune  des  dérivées /i, /2, /s  n'est  nulle,  l'élimination 
de  r-  donne 


(18) 


/2/3 

I 


(/l/2/l3+/l/3/l2-/n/2/3-/f/23) 

{fïfzfi^^  +/2  A  /23  —fiifxfz  —flfn) 


TT  {fif^  /23  +/3/2/13 fzzf^fx  —  flf\2) 


seulement.  Et  ces  équations  peuvent  encore  s'écrire 
oc) 


/f/23-/f(/l3/2+/l2/3)+/l/2/3/M 

= /i/31  -/l  (/12/3  4-/23/1  )  +fJJzM 

=^nfn  -n  (/23/1  +  A3/2  )  +/1/2/3/33. 


Si  l'une  des  quantités /^  ,/2, /s  est  nulle, /i  par  exemple,  en 
vertu  de  la  quatrième  équation  (17),  il  faudra  que  l'une  des 

N 
quantités /s, /s  soit  nulle,  ou  que/n  +  -  =  o,  et  l'on  devra 

reprendre  le  système  (17)  tout  entier  pour  en  faire  la  discus- 
sion. 


^  '■     ■■  ,rrvd 
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Il  est  facile  de  voir  que  les  points  où  les  deux  rayons  de 
courbure  principaux  sont  égaux  sont  des  ombilics,  d'abord 
directement  au  moyen  des  équations  (i8)  qui  se  réduisent  à 


s 

pq 


/.  =  o 

et 

/2/13+/5/12  =  0, 

/,=  0 

et 

/3/l2+/l/23=^0, 

/3=0 

et 

A/23-+-/2/l3  =  0, 

et  déterminent  les  ombilics  (p.  421);  ensuite  en  observant  que, 
si  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  sont  égaux,  l'indi- 
catrice est  circulaire,  et  il  existe  une  sphère  osculatrice. 

Les  équations  (19)  permettent  de  compter  les  ombilics 
d'une  surface  de  degré  m.  En  effet  les  ombilics  de  la  sur- 
face/=  o  sont  à  l'intersection  de  la  courbe  (19)  et  de  la  sur- 
face/=o;  la  courbe  (19)  est  elle-même  l'intersection  de 
deux  surfaces  de  degré  ^m  —  5.  Il  y  aura  donc  {^m  —  5)^  m 
points  d'intersection;  mais  tous  ces  points  ne  sont  pas  des 
ombilics.  En  effet,  les  équations  (19)  sont  satisfaites  pour 


(20) 


bien  que  l'on  puisse  toujours  supposer  qu'en  un  ombilic  on 
n'ait  pas  f\^=o  ou/2  =  o  ou/3  =  o  au  moyen  d'une  transfor- 
mation de  coordonnées.  Or  les  équations  (20)  déterminent 
sur  la  surface  y  =  o 

•  3  m  (m  —  I )  ( 2  /?i  —  3  ) 

points  qui  ne  doivent  pas  compter  parmi  les  ombilics;  il  reste 

donc 

»  m{/i  m  —  5y  —  3  m{m  —  i){im  —  3) 

points  qui  pourront  être  des  ombilics.  En  faisant  le  calcul, 
on  constate  qu'une  surface  d'ordre  m  peut  avoir  au  plus 

ni{  lom^  —  25/71  -f  16)  ombilics. 

Pour  ?n=^  2,  on  trouve  qu'il  y  a  12  ombilics.  Les  ombilics 
des  surfaces  du  second  ordre  sont  donc  au  nombre  de  12 
et  évidemment  aux  extrémités  des  diamètres  conjugués  des 
sections  circulaires.  Vérifions-le. 
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Considérons  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 


a2    '     ^2    '    c2       ^• 


Les  formules  (19)  appliquées  à  ce  cas  donnent 


xyz  xyz  xj-z 

a^b^'C-^  ~'  Wây^'  ~  c^a2^2' 

et  il  semble  qu'il  n'y  ait  pas  d'ombilics,  les  solutions  ^  =  o, 
j^  =r  o,  ^  =  o  ne  devant  pas  nécessairement  compter.  Mais  il 
faut  examiner  le  cas  où/,  =  o  et  avoir  recours  alors  à  toutes 
les  formules  (17).  Si  l'on  y  suppose  ^  =  o,  elles  donnent 

N  '2  „    «2  _  c2  «2  _  ^2 

c'est  la  solution  connue. 


X.  —  Suite  de  la  discussion  précédente. 

Si,  dans  l'équation  (i4)  qui  fait  connaître  les  rayons 
de  courbure  principaux,  on  suppose  /=:  C5(^,  j^)  —  z^  elle 
devient,  après  avoir  été  développée, 

i\4       N 


N  représentant  ici  y/i  H-y^- -f-  q-.  Le  produit  des  courbures 

j^i ^2 

principales  est  donc  — ^j^ — -  Si  donc  rt  —  5-  =  o,  l'une  des 

courbures  principales  est  nulle,  l'un  des  rayons  de  courbure 
principaux  est  infini;  il  en  résulte  que,  dans  les  surfaces 
développables  qui  sont  caractérisées  par  la  relation  rt  —  5-  =  o, 
un  rayon  de  courbure  est  infini.  Si  le  plan  tangent  touche  une 
surface  suivant  une  ligne,  le  long  de  cette  ligne,  ona/'^  —  5-=:o 
(p.  309)  et  un  rayon  de  courbure  le  long  de  cette  ligne  est 
infini;  de  pareilles  lignes  sont  ce  que  l'on  appelle  des  lignes 
de  points  paraboliques,  les  points  où  l'on  d^rt  —  5-  =  o  étant 
ce  que  l'on  appelle  àes  points  paraboliques. 

Ptevenons  à  l'équation  (i4)-  Le  terme  indépendant  de  R  est 
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le  déterminant  0;  en  l'égalant  à  zéro,  on  obtient  les  points 
paraboliques,  et,  s'il  est  identiquement  nul,  la  surface  est 
développable. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  relation  0  =:=:  o  est  équivalente  à 
l'équation 

I   /il      /l2      /l3      /u 

/21     ftï    fn    ftk 
/31    f-iï    f-n    fz'* 

/41       A2      /43      /44     1 

obtenue  en  égalant  à  zéro  le  hessien  de  la  fonction /rendue 
homogène  par  l'introduction  de  la  variable  t. 

Pour  le  prouver,  il  suffît  de  multiplier  la  première  colonne 
du  déterminant  6[formLile  (i5)]  par  x,  la  seconde  par  j^,  la 
troisième  par  5,  la  quatrième  par  m  —  i  et  de  retrancher 
la  somme  des  trois  premières  de  la  dernière,  laquelle  aura 
alors  pour  éléments  (A',,  tf^^,  (/3/0  tfl^.  Multipliant  alors  la 
première  ligne  par  x^  la  deuxième  par  j^,  la  troisième  par  z, 
la  quatrième  par  m  —  i  et  retranchant  la  somme  des  trois 
premières  de  la  dernière,  on  obtient  le  hessien  de/. 

L'équation  0  =  o  détermine  sur  la  surface /=  o  une  ligne 
de  points  paraboliques,  0  est  de  degré  ^{m —  2)  :  la  ligne 
des  points  paraboliques  est  donc  de  degré  /[m[m  —  2);  il 
n'y  a  donc  pas  de  ligne  de  points  paraboliques  sur  les  sur- 
faces du  second  ordre  non  développables. 

La  ligne  des  points  paraboliques  sépare  en  général  la  sur- 
face en  deux  régions  :  sur  l'une  la  surface  est  à  courbures 
opposées,  sur  l'autre  elle  est  convexe. 

Pour  que  deux  rayons  de  courbure  soient  infinis,  il  faut 
que  l'on  ait  non  seulement  0  =  o,  mais  encore 


de 


r)0 

^/33 


Cette  équation  est  de  degré  3m  —  4,  l'équation  0  =  o  est  de 
degré  l\{^m  — ^  2);  par  suite,  il  y  a,  sur  toute  surface  d'ordre  m, 
f\in{^m  —  '2)(^'6m  —  4)  points  où  deux  rayons  de  courbure 
sont  infinis. 
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XI.   —  Discussion  des  équations  qui  font  connaître  les   sections 

principales. 

Ces  équations  sont  [(i3j  du  §  VIII] 

(1)  (/ll+-j^)^'+/l2y-f-/l3-'+^>^/l  =  0, 

(2)  /21^'+(/22+    j^-J7'-f-/23-'+   l   X/2  =  0, 

(3)  /31^'+/32/+(/33-H-j^j^'+^  ^3  =  0, 

(4)  /l^'+/27'+/3^'  =  0. 

SI  l'on  appelle  R  et  Ri  les  rayons  de  courbure  principaux, 
x\  y',  z'  et  x\^  y\^  z\  les  valeurs  correspondantes  des 
cosinus  directeurs  des  tangentes  aux  sections  principales, 
X,  Y,  Z  et  X<,  Yi,  Z,  les  coordonnées  des  centres  de  cour- 
bure principaux;  on  aura  d'abord,  en  multipliant  (i),  (2),  (3) 
par  x\^y\,  z\  et  en  ajoutant, 

AT  "\ 

O  +  ^  {x'x\  -\-yy\  -f-  z'z\  )  +  -  {x'J,  -^y\h  +  -1/3  )  =-  o 


ou,  en  vertu  de  (4), 


i^  désignant  une   fonction  du  second  degré  de  ^',  jk',  z!  et 
x^^y\^  z\  ;  on  trouverait  d'une  façon  analogue 

Q  =  —  —  {a:\a:'-{-y\y-i-z\z');, 

il  faut  en  conclure,  si  R^R,, 

(5)  0  =  0,         x\x' -^y\y -^  z\z  =  o; 

ce  qui  prouve  que  deux  sections  principales,  en  un  point  oiî 
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les  rayons  de  courbure  principaux  sont  inégaux,  sont  tou- 
jours rectangulaires.  On  a 

^""^^N-^"     ^^^-^-N-^-'     ^="^-^N-^'' 
d'où 

dY  =  dj^-d/^-+-f^d-, 
dZ  =dz  ^  -d/^-{-f,d^. 

On  en  déduit,  en  vertu  de  (4), 
l  x'dX-{-ydY-hz'dZ 
i       ^x'dx-i-ydy-i-z'dz-\-  -  {x'df^-\-ydf^-^z'df-,)\ 

or  de  (i),  (2),  (3)  on  tire  aussi,  en  les  multipliant  par  <i.r,  dy^ 
dz  et  en  les  ajoutant, 

N 
oc' dfi-^y'df'},-\-  z' df-i-\-  —  {x' dx  ^ y' dy -^  z'dz)  =  o. 

Cette  équation  multipliée  par  ^  et  ajoutée  en  croix  avec  (6) 

donne 

x' dX -h y  dY  -i-  z'dZ  =  0; 

ce  qui  prouve  que  le  déplacement  dK,  dY,  dZ  effectué  sur 
le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  est  perpendiculaire 
à  la  tangente  à  la  section  principale;  le  plan  tangent  au  lieu 
des  centres  de  courbures  principaux  est  perpendiculaire  à 
cette  tangente,  et,  par  suite,  il  coïncide  avec  une  section 
principale  ;  ainsi  : 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  est  V enve- 
loppe des  plans  des  sections  principales. 

Cette  propriété  rappelle  celle  des  développées.  Mais  l'ana- 
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logie  est  loin  d'être  complète,  car  une  surface  quelconque  ne 
peut  pas  être  regardée  comme  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bure d'une  autre  surface. 

En  effet  :  la  surface  à  deux  nappes  lieu  des  centres  de 
courbure  d'une  surface  donnée  doit  jouir  de  cette  pro- 
priété que,  de  quelque  point  de  l'espace  qu'on  la  regarde, 
les  contours  apparents  des  deux  nappes  semblent  se  couper 
à  angles  droits. 

Pour  le  prouver,  plaçons  Foeil  en  un  point  quelconque  et 
considérons  la  normale  à  la  surface  passant  par  l'œil;  deux 
plans  principaux  passant  par  l'œil  toucheront  la  surface  lieu 
des  centres  de  courbure  et  seront  les  plans  tangents  au  cône 
circonscrit  mené  par  l'œil  considéré  comme  sommet  de  ce 
cône.  Ce  cône  se  composera  donc  de  deux  nappes  orthogo- 
nales, ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

La  recherche  du  lieu  des  centres  de  courbure  principaux 
d'une  surface  présentera,  en  général,  de  grandes  difficultés; 
mais  il  sera  facile  de  trouver  son  équation  tangentlelle, 
comme  nous  le  verrons   sur  un  exemple. 


XII.  —  Sur  une  propriété  de  maximum  relative  aux  rayons 
de  courbure. 


Cherchons  le  maximum  et  le  minimum  de  la  distance  d'un 
point  (a,  p,  y)  à  une  surface.  Soit  {x,  jk,  ^)  le  point  de  la  sur- 
face répondant  au  maximum.  Pour  ce  point  la  différentielle 
de  {x  —  a)-  -\-{y  —  ^)'  -\-  {z  —  y)-  doit  être  nulle,  et  l'on  a, 
en  égalant  à  zéro  les  deux  dérivées  de  cette  expression,  prises 
par  rapport  à  ^  et  j^, 

(i)  a:  — a +  /?(:;  — y)  =  o,         J  —  ,3  H- ^(^  —  y)  =  o; 

si  l'on  regarde  a,  [3,  y  comme  des  coordonnées  courantes,  ces 
équations  représentent  la  normale  en  x^y^  z\  donc  la  solu- 
tion s'obtient  en  menant  par  a,  [3,  y  une  normale  à  la  sur- 
face. Mais  discutons  la  solution  et  formons  la  différentielle 
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seconde  de  {x  —  a)-  -\-  {y  —  P)-  +  (^  —  y)-  ;  elle  est  égale, 
à  un  facteur  positif  près,  à 


M 


[i  -f-/»2  _u  r(^z  —  y)]dx'^  -f-  o\pq  +  siz  —  ^()]dx  dy 
^l^^cf.^t{z-^i)\dy\ 


Plaçons  l'origine  en  x^  y^  z,  et  prenons  pour  plans  de  coor- 
données les  sections  principales  et  le  plan  tangent  en  ce 
point;  on  aura  z  ^=  o,  p  =  o^  q  =  o,  s  =  o^  et  l'expression  (2) 
deviendra 

Pour  que  cette  quantité  conserve  le  même  signe,  il  faut  que 
(i  —  Y  /')(i  —  yO^  ^'  ^^  ''  ^^  ^  ^^^^  1^^  inverses  des  rayons 
de  courbure  principaux;  en  appelant  R  et  R'  ces  rayons,  on  a 
donc 

(a)  (,_!)(,_  !,)>„; 

si  R  et  R'  sont  positifs,  on  doit  trouver 

(T-R)(ï-R')>o.    ' 

Par  suite,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum  relative- 
ment à  une  surface  convexe,  il  faut  que  le  point  donné  ne 
soit  pas  compris  entre  les  centres  de  courbure  principaux. 
Si  R  et  R'  sont  de  signes  contraires,  la  formule  (a)  revient  à 

(T-R)(T-R')<o; 

donc,  dans  le  cas  d'une  surface  à  courbures  opposées,  il  faut 
que  le  point  donné  soit  compris  entre  les  centres  de  cour- 
bure principaux  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum. 

Les  centres  de  courbure  peuvent  donc  se  définir  :  des  points 
pour  lesquels  la  différentielle  première  de 

est  nulle  et  pour  lesquels  la  différentielle  seconde  est  un 
carré  parfait  [t^,  346,  t.  I). 

Ils  sont  donc  fournis  par  la  formule  (i)  d'une  part,  et  par 
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la  formule  obtenue  en  écrivant  que  (2)  est  un  carré,  ce  qui 
donne 

[pq  +  s{z  -  Y)]^  =  [i  +i5-2  +  r{z  -  Y)  j[i  H-  ^5  ^_  t{z  -  y)]  ; 

or  on  a  ^  —  Y  =  :  l'équation  aux  rayons  de  cour- 

bure  principaux  est  donc 

/  5R  \2      /  .  rR 


pq 


s/i-^p^  +  q'']         \  s/ \ -t- p^' -\- q'' 

1+  ^2_ 


v/ 


l-^p^+q^ 


Cette  équation  développée  devient  identique  à  celle  que  nous 
avons  trouvée  plus  haut;  mais  sous  cette  forme  elle  se  prête 
mieux  à  la  discussion. 

Veut-on  prouver,  par  exemple,  qu'elle  a  ses  racines  réelles, 
on  Fécrira  ainsi,  en  posant  i  -\- p-  -h  g-  =  N^, 

N 
substituant  alors  dans  le  premier  membre,  à  la  place  de  ^y 

r  t 


l-i-/>^  l^q- 


on  trouve   les    signes   suivants,   en   observant  que  (i+/>-) 
(i  +  q-)  —  p-cj^  ou  I  ^r- p-  H-  q-  est  positif, 


Uonc ^  et ^  peuvent  servir  a  séparer  les  racines  qui 

sont  toutes  réelles.  Pour  que  deux  racines  deviennent  égales, 
il  est  nécessaire  qu'elles  deviennent  alors  toutes  deux  égales  à 

r           ,       t  -,   . 
r  et  a r;  on  doit  par  suite  avoir 


H-/?2         i-^qi         R' 
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mais  l'équation  (3),  dans  cette  hypothèse,  donne 

N  _  j_ 

on  a  donc  en  un  point  où  les  rayons  de  courbure  sont  égaux 
r  s  t 


c'est  l'équation  aux  ombilics. 


XIII.  —  Sur  une  forme  remarquable  que  l'on  peut  donner 
à  l'équation  aux  rayons  de  courbure. 


Reprenons  l'équation  aux  rayons  de  courbure 

N*       N 


ou 


I           I    (i-{-  q'^)r  —ipc/s  -\-(i  -^  p^)t        rt  —  5- 
0)  Ri+R^—^ W ^^^-^^^=°; 

soient  a,  [^,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  alors 


P.        ft-£ 


'=N'     ^-N'     ^^-N-^r^p^ 


et,  par  suite. 


dx  K^  dy  I\3 

d^  _  s{\-\-p'^)—pqr  d^  _  t(i-{- p^)  — pqs 

dx'~  N»  '         ày  ~  N^ 


le  coefficient  de  ^  dans  (i)  est  donc 


dx        dy 
L.  —  Traité  d'Analyse,  II.  29 
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D'ailleurs  on  trouve 

a(a,  {3)          I 

r{i-\-q'^)  —  pqs     s{\  ^  q'-)—pqt 

d{x,y)        N6 

s{i-^p'')  —  pqr     t{i-^p'^)—pqs 

I 

7'     s 
s      t 

\^q'-      -pq 
-pq       l-\-p^ 

rt  —  ^2 

=  jv^ 

K- 

l'équation  (i)  peut  donc  s'écrire  sous  la  forme  remarquable 


R2  ~^  K  ( 


I    /  dy.        d'^\        d{x,  [3) 


dx        dy )       à{x,  y) 


XIV.  —  Application  aux  surfaces  du  second  ordre. 
Considérons  la  surface 

A^2_^B72_|_G^2^   ,; 

pour  cette  surface,  l'équation  aux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux s'écrit 


(I) 


ou 

N2=:  A2^2_|_B2j2_4_G2^2. 

Cette  équation  développée  devient 

(i  bis)    1^  -4-  I  [(  A  -i-  B  +  G)  N2  -  (A3jr2  +  B3jk2  _h  G3^2;)J  abc  =  o. 


+  ÏÏ 

o 

o 

kx 

0 

-1 

o 

By 

o 

o 

G 

N 
K 

Cz 

A^ 

Bj 

Cz 

0 

On  peut  écrire  cette  équation  autrement.  En  effet,  on  peut 
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la  considérer  comme  résultante  de 


A  +  T7   )  ^  H-  Aa?     =  O, 


N 


(g  +  ^)v+G.    =0, 

XA^+  [t-By  -{-vCz  =  0, 

ce  qui  donne 

(2) 

A2^2            B272            C2^2 
A  +  -       B  +  -       G+j^ 

0, 

Si  l'on  appelle  v  la  corde  normale  passant  en  x,j^  z  et  pc 
la  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  point  {oc^y,  z)  et  le 
plan  des  xy^  on  a 


iW 


A3a;2  +  B3j2  4_G3^2 

N 
P^=G- 


L'équation  (i)  peut  alors  s'écrire 

I         I  /  .    A  +  Bh-  G    ,    2\        AB 


R2       R  V~         G  Pc        ~  V  /       G3  p^ 

on  en  déduit,  en  appelant  R'  et  R'^  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux, 


I          I         A  -+-  B  -4-  G  ^  '2 

1       -  —                        -\~     . 

I 
R'R"  " 

=  const., 

AB 

R'        R"              Cpc         ~  v' 
I           AB                R"3 
R'  -  G3R"3     ^"      R'   - 

~  G3p,^ 

^        dans  l'hyperboloïde  qui  a  trois  génératrices  rectangulaires 

A  +  B  +  Gr=  o,  et  l'on  a 


I         ï    _  ^ 
R^  "^  R^'  ~"  V 
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La  corde  normale  est  alors  moyenne  harmonique  entre  les 
rayons  de  courbure  principaux. 

N 
Le  lieu  des  points  où  ^  a  une  valeur  constante  A  s'obtient 

N 
en  faisant  13=^  dans  (2),  ce  qui  donne 

A2^2         B2v2         G252 

•^  '  r-    =  o. 


X       B-X 


On  peut  donner  à  cette  équation  une  forme  remarquable  en 
la  combinant  avec  celle  de  la  surface  elle-même  ;  on  a  alors 


A2:r2 

A2;r2          B272           B2j2           C2^2 

G2^2 

A-X 

A       ' B-X          B       '    G-X 

XAa72        XB72        XG^2 
A_X    '    B-X    '    G-X  ~      ' 

G 

ou  encore 

^2                       j2                         ^2 

I              I              I              I              I             I 

A       X       B       X       G       X 

=  —  I? 


Cette  équation  représente  une  surface  homofocale  avec  la 
surface  proposée.  Elle  découpe  sur  la  surface  proposée  une 
série  de  lignes  que  nous  retrouverons  sous  le  nom  de  lignes 
de  courbure. 

On  peut  observer  que,  en  vertu  de  (i  bis)j  on  a 


ABG 


R'R"         N* 


et;  par  suite. 


|r=ABG 


m- 


R"  .  R'^ 

Le  long  d'une  ligne  où  ^  est  constant,  on  voit  que  -^  sera 

constant.  Ainsi,  le  long  d'une  ligne  de  courbure,  le  quo- 

R"3 

tient  -57-  est  constant. 
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XV.    -  Surface  lieu  des  centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

Pour  trouver  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde, 
on  pourrait  faire  usage  des  formules  qui  précèdent,  mais  on 
obtient  le  résultat  sous  une  forme  plus  élégante  comme  il  sui  t  : 
considérons  l'ellipsoïde 

x^       y^       ^- 
Coupons-le  par  la  sphère 

(2)  (^_a)2  +  (j_P)2+(^_Y)2=R2; 

l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  passant  par 
l'intersection  sera 

et,  pour  que  cette  surface  soit  conique,  il  faudra  écrire  que 
l'on  a  à  la  fois 


X^  Xy  Iz 

-=^-a,         ^=7-?,         -^^-'-T' 

et  l'on  éliminera  x,y^  z,  ou  plutôt  x  —  y., y  —  p,  ^  —  y  entre 

a(:p  -  a)  +  ^(y  -  P)  +  Y(^  -  Y  )  +  R2  -  X  =  o, 
ce  qui  donnera 


^            '             •     R  2         Â  —  n 

A 

'-^ 

ou  bien 

(3) 

a.                p.               Y'       ,    R' 

«2_x       b'--l       c^-X        X 
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D'un  autre  côté,  si  l'on  cherche  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure p  de  l'ellipsoïde  (i),  on  trouve  qu'elle  est  donnée  par  la 
formule  du  paragraphe  précédent 


x^- 

y'       ,       ^^ 

a2- 

—  a*  - 

P 

N     '                    N 
P                       P 

OU 


y 


(4)  N2=   -  +  :f^-{--. 

^    '  a'*         b'*        c^ 

Si  l'on  combine  cette  équation  avec 

^2  y1  s2 

^  +  =p  +  e-='' 

on  trouve,  en  retranchant  membre  à  membre. 

372  y1  ^2  ^ 

^2_f.  è2_P  c2-^  P. 


o. 


Supposons  maintenant  R  =  p;  cette  équation  deviendra 

2^2  yl  jr'i  j 

N  N  N        N 


d'ailleurs  on  aura 


R  T        X  [  ^       R 


R2 


N  a'-        «2  \^  ^' 

L'équation  (3)  donnera  alors 

«*  a2  —  A  è^  ^2  —  X  C*         C2  —  ).         "^     X 

et  l'on  peut  voir  que  cette  équation  est  satisfaite  par  i^  =  ^ 
en  effet,  son  premier  membre  devient 

^ -^  ^6^  +  ^  -  ^  (^  ^  +  ^  +  ^  ; + ^  N  ' 

c'est-à-dire  égal  à  l'unité,  en  vertu  de  (i)  et  (4). 
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On  peut  s'assurer  également  que  les  dérivées  de  (3) 

a2  32  y2  R2 


(a2  —  X)2  (^,-2_X)2  (c2—  X)2  X2 

a2  [J-2  ^  72  ^      R2 

(a2_/):i    "^  (^2_XJ3   ^  (  c2  —  X  )3    ~^    l^ 


0> 


=  o, 


sont  satisfaites  en  prenant  ).  =  —  ;  dans  cette  hypothèse,  elles 
se  réduisent  en  effet  à 

a*         0*         c* 
^2        j  r2        I  ^2        ,  rV2 


«*  «2  — X        b'-  b''  —  l        C-  c2  — X    ■     X 

la  première  est  la  définition  de  N-,  la  seconde  combinée  avec 
la  première  donne 

^l^^i:^"^x 

ou 

372  I  y^  i 


«^   a2_x  ^2    ^2_X  c2   c2  —  X 

c'est  l'équation  qui  définit  les  rayons  de  courbure  en  x^y,  s, 
quand  on  y  remplace  A  par  ^• 
Ainsi  donc  : 

Pour  trousser  le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux 
de  V ellipsoïde,  il  suffit  de  chercher  son  intersection  avec 
la  sphère  (i)  et  d'exprimer  que  Véquation  (3)  a  une  ra- 
cine triple  :  le  centre  de  la  sphère  ainsi  déterminé  sera 
sur  la  surface  cherchée. 

Appliquons  ce  théorème  :  appelons  ).,  [j.,  v,  p  les  racines 
de  l'équation  (3)  pour  des  valeurs  données  de  a,  p,  y,  R; 
cette  équation  peut  s'écrire 

a2(^,2_X)(c2— X)Xh-... 
+  R2(^2_X)(62  — X)(c2-  X)  =  X(a2  — X)(Z>2_X)(c2  — X). 
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Le  produit  A[i.vp  des  racines  de  cette  équation  est  égal  à 
on  a  donc 


R2  = 


a'-b'C^- 


Si  l'on  change  a-  —  A  en  V,  la  même  équation  (3)  prendra  la 
forme 

a2  ^2  ^2  R2 


>/        è2— a2_^X'        c2  — a2+X'        a2_|_X' 

en  chassant  les'dénominateurs  et  en  écrivant  que  le  produit 
des  racines  est  (a^  _X)(<^,2  _  .j.)(rt2  —  v)(^^2_  p^^  ç^^  trouve 

a2  =  (^^-X)(^^-!^)(a^-v)(a2_p) 
(a2_è2;(a2  — c2)a2  ' 

g,   ^    (^>2-X)(Z>2_,^)(^>2__,)(^>-2_p) 
'^  (Z^2_c2)(^,2_rt2')^2  ' 

(C2—  X)(C2—  |X)(C2—  V)(C2—  p) 


'r  =-- 


R- 


(C2—  a2)(c2_^,2)c 


X  [JLV  p 


Prenons  p.  =  v  =  p  et  les  équations  suivantes  feront  con- 
naître les  centres  de  courbure  de  l'enipsoïde,  ainsi  que  le 
rayon  correspondant, 


^2  = 


(a2—  À)(^2_^)3 
(a2_^2)(^2_c2)a2' 

(b'-  —  i){b-^—ixy 

(62—  c2)(62_^2^^2  = 
2  ^        (C2_X)(C2_^)3 
'  (C2—  a2^(c2_^,2)c2' 

R  = 


).ÎJ.3 


a2^2c2 

Cette  méthode  est  de  M.  Darboux. 
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XVI.  —  Courbure  des  courbes  tracées  sur  une  surface  ou  théorème 
de  Meusnier  et  ses  conséquences. 

Proposons-nous  de  trouver  le  rayon  de  courbure  d'une 
courbe  tracée  sur  la  surface 

(0  /(^.7, -)  =  o- 

L'équation  (i)  sera  l'une  des  équations  de  cette  courbe; 
quant  à  l'autre,  nous  ne  l'écrirons  pas.  Le  centre  de  courbure 
de  la  courbe  se  trouve  :  i"  sur  l'axe  du  cercle  osculateur, 
lequel  a  pour  équations 

(   {\-x)dx    ^(Y-y)dy    -^{Z-z)dz    =o, 
i  {\  —  x)d'~T^(Y—y)d-'y-^{Z  —  z)d'-z  =  ds'-; 

2"  sur  le  plan  osculateur.  Il  est  inutile,  je  crois,  de  rappeler 
que  les  équations  (2)  sont  celles  du  plan  normal  et  celles  du 
plan  normal  infiniment  voisin,  dont  on  a  retranché  la  pre- 
mière. Les  formules  (2)  jointes  à  l'équation  du  plan  oscula- 
teur feront  connaître  les  coordonnées  X,  \,  Z  du  centre  de 
courbure. 

Mais  ce  n'est  pas  encore  là  que  nous  voulons  en  arriver. 
La  première  équation  (2)  est  celle  d'un  plan  passant  par  la 
normale  à  la  surface  :  cette  normale  rencontre  donc  l'axe  du 
cercle  osculateur;  cherchons  le  point  de  rencontre  en  ques- 
tion. Les  équations  de  la  normale  sont 

.ON  X  — ^        Y  —  }'       Z—z        p 

p  désignant  la  distance  du  point  de  rencontre  au  point 
(^,  J'y  z).  Si  l'on  élimine  X  —  .r,  Y  — j',  Z  —  z  entre  (2)  et 
(3),  on  trouve  : 

i"  L'identité 

(4)  fxdx-\- f^dy -^f^dz=o\ 
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(5) 


^  (/i  d'^x+f._  d^y  +/3  c/2  ^  )  -  ds-^- 


ou 


(6) 


ds''- 


N  "  f\  d'x-^  j\  d^y  -T-  /s  ^2  z 

Or,  en  dififérentianl  (4),  on  a 

f,d'^x-\-f^d^y-^f^d'^z 

=  —  (/il  ^2^7  -f-/22  ^2j  4-/33 ^2 ^  _|_  2/23  r/j û?^  +  2/13  dxdz  +  2/12 6?^ c?x)  : 


par  suite,  (6)  affecte  la  forme 


(6  bù) 


ds"' 


N        'o{dx,  dy,  dzY 

en  d'autres  termes,  p  ne  dépend  pas  de  d'-x^  d^f^  d-z^  il  ne 
dépend  que  de  dx^  dy  ^  dz.  Donc  : 

Les  axes  des  cercles  oscillateurs  de  toutes  les  courbes 
tracées  sur  la  surface  et  possédant  la  même  tangente  en  M 
rencontrent  la  normale  à  la  surface  en  M,  au  même  point, 
qui  est  évidemment  le  centre  de  courbure  de  la  section  nor- 
male passant  en  M  suivant  la  tangente  considérée. 


Fis.  38. 


Soient 

MT  la  tangente; 

MO  la  normale  à  la  surface; 


INFINI3IENT    PETITS    DANS    LES    SURFACES.  4^9 

CO  l'axe  du  cercle  oscillateur  d'une  courbe  dont  CM  est  le 

rayon  de  courbure  ; 
O  sera  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  et  l'on 
aura,  en  appelant  y  l'angle  que  le  plan  oscillateur  de  la  courbe 
fait  avec  le  plan  de  la  section  normale, 

MG  =  p  cosy. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  de  Meusnier.  —  Le  rayon  de  courbure  dUuie 
courbe  quelconque  tracée  en  un  point  d'une  surface  est  la 
projection  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
passant  en  ce  point  sur  le  plan  osculaieur  de  cette  courbe. 

Corollaire.  —  Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
quelconque  tracée  sur  une  surface  est  égal  à  celui  de  la 
section  faite  par  son  plan  osculateur  dans  la  surface. 

Il  est  facile  d'en  conclure  que  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bure de  toutes  les  lignes  qui  passent  par  un  point  donné 
d'une  surface  est  une  surface  du  quatrième  degré  dont  les 
sections  normales  sont  circulaires  et  dont  l'équation  est 

Ri  et  Ro  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  en  x. 
jr,  z.  Cette  surface  est,  bien  entendu,  osculatrice  de  la  sur- 
face proposée. 

XVII.  —  Théorème  de  Hachette. 

Nous  représenterons  la  courbure  d'une  courbe  par  une 
droite  numériquement  égale  à  cette  courbure  et  portée  sur 
la  normale  principale.  Les  composantes  de  la  courbure  seront 

Considérons  une  courbe  tracée  sur  deux  surfaces 
f=o,        F  =  o  ; 
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en  différenliant  ces  équations  et  en  nous  servant  toujours  des 
mêmes  notations,  nous  aurons 


A 

dx 
ds 

+  /2 

dy 
ds 

+  /3 

dz 
ds 

=  0 

Fi 

dx 
ds 

+  F2 

dy 
ds 

+  F3 

dz 
ds 

=  0 

et,  en  différentiant  encore, 

,    fdxy  .      dx  dy  .    d'- 


X 


dSI  ~^^'^''  Ts   dS-^'-'^''  ds-^ 

^     /dx\^         „      dx  dy  ^^    d-x 


Si  l'on  pose  -^  =  x^ ^  ~  =y^  7-  =  ^'  et  si  l'on  désigne  par 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  courbure,  on  pourra  écrire 
ainsi  ces  formules 

?(-2?',  y,  -')  -T-  /i  X  +  /oï  +  f-iZ^-  o, 

*(^', /,  ^')  +  Fi  X  +  F,  Y  +  F3Z  =.  o, 

en  désignant  par  cp  et  $  les  termes  du  second  degré  en  œ',  y, 
z'  qui  entrent  dans  les  formules  précédentes.  On  a  d'ailleurs 

\x' -+- Yy' -j- Zz' =^  ()•, 

de  ces  trois  formules  on  tire 

-Ir'i  *  A  -  ?  F,  )  -V(cï>/,-cpF2)] 


(I)  X 


^' (/2  F3  -/a  F2 )  -^ y' {/,  Fi  -/,  F3  )  +  z'{J\  F2  -/2  Fi  ) 


Supposons  que,  dans  cette  formule,  on  remplace  F(^,  yj,  Çj 
par  (i  — .r)Fi  +  ('^l  — ^')^2  +  (?  — -)F3,  c'est-à-dire  que 
l'on  remplace  la  surface  F  =  o  par  son  plan  tangent;  en  appe- 
lant Xp  la  valeur  que  prend  X,  il  viendra 

X  (y'Fz-z'F,)o 

'  ^        ^'(/2F3— /a  F2) -+-...' 

'  ^      ^'(/2 1^^3-/3 F. }  +  ...' 
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on  en  conclut 

Cette  formule  et  ses  analogues  montrent  que  : 

Théorème  de  Hachette.  —  La  courbure  d^une  courbe 
tracée  sur  deux  surfaces  est  la  résultante  des  courbures 
des  courbes  d' intersection  de  chaque  surface  par  le  plan 
tajment  de  Vautre. 


XVIII.  —  Des  points  singuliers  des  surfaces. 

On  appelle  points  singuliers  d'une  surface  les  points  pour 
lesquels  le  z  ne  peut  être  supposé  développable  par  la  formule 
de  Taylor,  quelque  petits  que  soient  les  accroissements  de 
^,jK,  et  cela  même  après  une  transformation  de  coordonnées; 
c'est-à-dire  qu'en  un  point  singulier  les  dérivées  du  ;:  sont 
indéterminées,  infinies  ou  discontinues. 

Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  des  surfaces  dont  l'équa- 
tion est  de  la  forme 

/  désignant  une  fonction  toujours  développable  par  la  formule 
de  Taylor  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  des  accrois- 
sements de  x^  JK,  ^-  Les  surfaces  algébriques  sont  dans  ce  cas. 

Nous  avons  vu  que,  si  v^'  y:'  -i^  n'étaient  pas  tous  trois  nuls, 

le  lieu  des  tangentes  en  ce  point  à  la  surface  était  un  plan,  et 
nous  avons  déclaré  singulier  tout  point  où  l'on  avait  à  la  fois 

df  df  df 

-f-  =o,        —  =0,        -r-  =0. 

dx  ciy  dz 

Théorème  I.  —  En  un  point  singulier^  le  lieu  des  tan- 
gentes à  la  surface  est  un  cône  du  second  degré,  si  toutes 
les  dérivées  du  second  ordre  de  f  ne  sont  pas  nulles.  Sinon 
le  lieu  sera  un  cône  du  troisième  degré,  à  moins  que  toutes 
les  dérivées  du  troisième  ordre  ne  soient  nulles,  etc. 
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En  effet,  l'équation  d'une  tangente  est 


dx  dy  dz 

dx^  dy^  dz  désignant  trois  quantités  infinitésimales  liées  entre 
elles  par  la  relation 

f(^x  -h  dx^  y  H-  dy^  z  -n-  dz)  =  o, 

où  f{x,  r,  ::)  =  o.  Si  donc  j-^  j-^  -^  sont  nuls,  on  a,  par  la 
formule  de  Taylor, 

1  r^'/    7  0  à'^f    7    j  '\ 


iù  désignant  des  termes  du  troisième  ordre,  que  l'on  peut 
négliger.  L'élimination  de  dx,  dy^  dz  entre  cette  formule  et 
(i)  donne  le  lieu  des  tangentes 

(  X  —  ^  )  2  1-4  ^- 2  (  Y  —  7  )  (  Z  -  ^  ) -4- + . . .  =  o  ; 
^  ^    dx^-  ^         ^  dyâz 

ce  lieu  est  un  cône  du  second  degré,  et  l'on  voit  sans  peine 
qu'il  serait  du  troisième  si  toutes  les  dérivées  secondes  de/ 
étaient  nulles. 

On  appelle />oi/z ^5  doubles  tous  ceux  pour  lesquels  le  lieu 
des  tangentes  est  un  cône  du  second  degré;  points  triples 
ceux  pour  lesquels  le  lieu  des  tangentes  est  un  cône  du  troi- 
sième degré,  etc. 

Nous  voyons  que,  pour  qu'un  point  soit  un  point  simple 
d'une  surface,  il  faut  une  condition 

/=o; 

pour  qu'un  point  soit  double,  il  faut  4  =  i  +  3  conditions 

/=o, 

à/  df  df 

dx  dy         '         âz 
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pour  qu'un  point  soit  triple,  il  en  faut  i  +  3  -f-  6  =  lo  : 

df  ôf  ôf 

T^    =0,  i^    =0,  -f    =0, 

dx^       °'         dydz       °'  


En  général,  pour  quhin  point  soit  d'ordre  p,  il  faut 

i  _i_  3   .   6  H-       -»-  P^f""^^^  =  p{p-^\){p-^-i) 
~^         ••'  '  2  6 

conditions . 

Ainsi  assujettir  une  surface  du  second  degré  à  avoir  un 
point  double  en  un  point  déterminé  de  l'espace,  cest  l'as- 
sujettir à  quatre  conditions  ;  donc  les  cônes  ayant  leur  som- 
met donné  ne  peuvent  plus  être  assujettis  qu'à  cinq  condi- 
tions, ce  que  l'on  savait. 

Supposons  que  l'on  prenne  pour  origine  des  coordonnées 
un  point  d'ordre  de  multiplicité/»;  l'équation  de  la  surface 
prendra  la  forme 

fp  désignant  un  polynôme  du  degré/?  en  x^  j-,  z]  fp^^  un 
polynôme  du  degré  p  -\- i , Le  cône  des  tangentes  à  l'ori- 
gine aura  pour  équation 

fp  =  o. 

Coupons  la  surface  par  la  droite 
nous  aurons 

Cette  équation  a/>  racines  nulles;  donc  : 

Théorème  IL  —  Toute  droite  passant  par  un  point 
d'ordre  p  doit  être  censée  rencontrer  la  surface  en  p 
points  coïncidents. 
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Cependant,  si  l'on  3i  fp {ex. ^  p,  y)  =  o,  c'est-à-dire  si  la 
droite  est  une  génératrice  du  cône  tangent,  elle  ren- 
contrera la  surface  en  p  +  i  points  coïncidents,  car  l'équa- 
tion en  p  aura/?  +  i  racines  nulles. 

Eniîn,  si  l'on  a  à  la  fois 

L'équation  en  p  aura  /?-{-  2  racines  nulles;  donc  //  existe 
sur  le  cône  tangent  p{p  -\-  1)  génératrices  rencontrant  la 
surface  en  p  -r-  1  points  confondus  en  un  seul. 

En  particulier,  les  tangentes  en  un  point  simple  rencon- 
trant la  surface  en  deux  points  confondus,  deux  d^ entre 
elles  rencontrent  la  surface  en  trois  points  confondus.  Ce 
sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice. 

Ainsi  les  asymptotes  de  l' indicatrice  sont  des  droites  os- 
culatrices,  ayant  avec  la  surface  un  contact  du  deuxième 
ordre. 

Tl  pourra  enfin  arriver  que  l'équation  y^_,_2  ==  o  admette 
des  solutions  de/;,  =  o,  /^^,  =0,  et,  dans  ce  cas  (excep- 
tionnel, il  ne  faut  pas  l'oublier),  certaines  tangentes  pourront 
rencontrer  la  surface  en  plus  de  /?  -f-  2  points. 

11  va  sans  dire  que  les  plans  passant  par  un  point  multiple 
d'ordre  p  couperont  en  général  la  surface  suivant  des 
courbes  présentant  des  points  multiples  d'ordre/?. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  point  double,  le  cône  des 
tangentes  sera  du  second  degré  : 

i*^  Le  cône  des  tangentes  est  un  cône  réel  ou  imaginaire 
proprement  dit. 

Le  point  multiple  est  alors  un  point  conique,  si  le  cône 
est  réel,  ou  un  point  isolé,  si  le  cône  est  imaginaire. 

2"  Le  cône  des  tangentes  se  réduit  à  deux  plans  dis- 
tincts. 

Le  point  multiple  est  dit  point  double  hiplanaire.. 

S"*  Le  cône  des  tangentes  est  un  plan  double]  alors  le 
point  est  dit  uniplanaire. 

Lorsque  le  cône  des  tangentes  en  un  point  est  d'un  degré 
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supérieur,  on  définit  ordinairement  la  nature  du  point  mul- 
tiple en  indiquant  la  nature  du  cône  en  question. 

Il  existe  sur  quelques  surfaces  des  lignes  singulières,  le 
long  desquelles  tous  les  points  de  la  surface  sont  singuliers. 
Pour  qu'il  existe  sur  une  Surface  une  pareille  ligne,  il  faut 
que  les  équations  y  =:  o  de  la  surface  et  ses  dérivées  y4  =  o, 
y^  =  o, /3  =  o  aient  une  solution  continue. 

Une  ligne  singulière  est  une  ligne  double,  triple,  ..., 
quand  elle  est  l'intersection  de  deux,  trois  nappes  de  la  surface. 

XIX.  —  Points  singuliers  des  courbes  gauches. 

Considérons  une  courbe  gauche  définie  par  deux  équations 
algébriques 

(0  cp(X,  Y,  Z)^o,         <];(X,  Y,  Z)  =  o. 

Transportons  l'origine  au  point  (^,  jk,  ^)  de  cette  courbe,  et 
posons 

(2)  x  =  ^--^,       Y=j-^:n,       z-^  +  ç, 

les  équations  (i)  et  (2)  deviendront,  en  leur  appliquant  la 
formule  de  Taylor  eten  observant  que  co(^,jKj  z)  e\.^{x^y^  z) 
sont  nuls. 


(i  bis) 


ÔM  dy  dz 


w  et  ra  désignant  des  termes  du  second  ordre  en  i,  r,,  Ç.  Si 
l'on  fait  \  =  pa,  r,  -=  ^^,  'Q=  py,  a,  p,  y  désignant  les  pro- 
jections de  la  longueur  un,  portée  dans  la  direction  i,  v],  Ç 
sur  les  axes  de  coordonnées,  on  a 


(2  bis) 

/               do        ^do           ào 

L.  - 

-  Traité  d'Analyse,  H. 

3o 


■s 

<- 

do 

■s 

"4- 
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Cl),  et  Tjs^  désignant  des  quantités  finies  pour  p  =  o.  Ces  deux 
équations  font  connaître  les  coefficients  directeurs  de  la  sé- 
cante issue  du  point  {x,y,  z)  et  terminée  à  un  point  quel- 
conque X  ~\-  \^  y  -\-  ri^  z  ^  'Ç  àe  la  courbe,  et,  quand  on  fait 
converger  p  vers  zéro,  les  équatio-ns 


(3) 


font  connaître  les  coefficients  directeurs  de  la  tangente  à  la 
courbe,  à  savoir 

^  ^(j,  ^j        '     à{z,x)        '     d{x,y) 

En  général,  ces  rapports  ont  des  valeurs  bien  déterminées, 
et  la  tangente  rencontre  la  courbe  en  deux  points  confondus  ; 
il  n'y  a  d'ailleurs  qu'une  seule  droite  rencontrant  la  courbe 
en  deux  points  confondus  en  x,  y,  z.  Toutefois,  la  tangente 
pourra  avoir  avec  la  courbe  un  nombre  de  points  communs 
en  X,  y^  z  supérieur  à  deux  ;  c'est  ce  qui  arriverait  si  les  va- 
leurs de  a,  p,  y  tirées  de  (3)  ou  (3  bis)  annulaient  tù^  et  rn^. 
Avant  d'examiner  le  cas  où  les  trois  déterminants  qui 
figurent  dans  (3  bis)  seraient  nuls,  nous  en  supposerons  deux 

nuls,  pour  faire  observer  que  le  rapport  —  est  indéterminé; 

si  l'on  suppose,  par  exemple,  a  =  ^  =  o,  la  tangente  à  la 
courbe  gauche  est  bien  déterminée;  mais,  comme  cette  tan- 
gente est  parallèle  aux  z^  sa  projection  se  réduit  à  un  point 
sur  le  plan  des  xy.  On  sait,  en  effet,  que,  dans  ce  cas,  la  pro- 
jection présente  un  rebroussement. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  à  la  fois 


(4)  ^ 


'Ky, 

z) 

4^)_ 
X)- 

=  o 

à(9 
'          d{x 

=  o; 

int  i] 

udéterminés  et 

dx 

+ 

Pg  + 

^  dz 

est  égal, 

à  un 
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lacteur  près,  a  a  — ^  -h  p-~-  +  Y  j^  '  O"  ?  si  i  on  veut,  on  a 

dx  '  dx        dy  '  dy        dz  '  dz 

les  surfaces  (i)  sonl  tangentes,  et  l'on  peut  remplacer  le  sys- 
tème (2)  par  le  suivant,  obtenu  en  combinant  les  équations 
de  ce  système  par  voie  d'addition 

O  =  p(Wi  ^vTT^i), 

OU,  en  divisant  la  seconde  par  p  et  en  remplaçant  oj,  et  Txy^ 
par  leurs  valeurs 

/  do         _  do  do 

Tïïo  désignant  une  quantité  finie  pour  p  =:  o.  Si  alors  on  fait 
tendre  p  vers  zéro,  on  obtient  en  général  deux  équations 
limites  qui  feront  connaître  t/ew^ valeurs  des  rapports  a  :  [3  :  y; 
nous  sommes  en  présence  d'un  point  double. 

Nous  nous  arrêterons  ici;  on  voit  sans  peine  comment  on 
devrait  continuer  la  discussion,  qui  présentera  de  grandes 
difficultés  dans  la  pratique,  à  cause  des  équations  à  plusieurs 
inconnues  que  l'on  peut  être  obligé  de  considérer.  Nous 
fixerons  seulement  l'attention  du  lecteur  sur  deux  points  : 


Ne  doivent  être  considérés  comme  points  singuliers  dans 
les  courbes  gauches  que  ceux  où  les  coefficients  directeurs 
de  la  corde  infiniment  petite  sont  discontinus  ou  indéter- 
minés. 

Ainsi,  la  présence  d'un  point  singulier  dans  la  projection 
d'une  courbe  gauche  ne  décèle  en  aucune  façon  la  présence 
d'un  point  singulier  dans  la  courbe  elle-même.  Si,  par 
exemple,  une  projetante  parallèle  à  l'axe  des  z  rencontre  la 
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courbe  gauche  en  deux  points,  son  pied  sur    e  plan  des  xy 
sera  un  point  double. 

Lorsque  deux  surfaces  se  touchent,   leur   intersection 
présente  ordinairement  un  nœud  au  point   de    contact. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  L'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux  en  coordonnées 
semi-polaires  est 

R2  R 

—  {a' a'  —  Z>'2) —  —  (ac'  -h  ca' —  bb')-\-  ac  —  b'^  =^  o, 


rmule 

où 

l'on  a 

:  posé 

N2: 

=  I  + 

(s: 

)•' 

a  - 

—  r 

dz 
dr 

b-- 

d'^z 

~    (962 

H-  r 

dz 

âzY 


Mi) 


„       /àz 


dz  dz 


d^z 
dr'' 


m-- 


2.  Le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  d'une  surface  déve- 
loppable  est  la  surface  rectifiante  (p.  388)  de  son  arête  de  rebrousse- 
ment. 

3.  Soient 

-  la  courbure  d'une  surface  dans  une  direction  donnée; 

? 

i  l'angle  que  cette  direction  fait  avec  sa  conjuguée  ; 

R  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface, 


on  a 

I 


I         sin  t  /  I  I  \ 

?  -^  "T"  \'R  "^  R^; 

(NicoLAiDÈS,  Comptes  rendus;  i865,) 


RR'=° 


4.  Dans  l'hyperboloïde  dont  le  cône  asymptote  possède  trois  géné- 
ratrices formant  un  trièdre  trirectangle,  la  corde  normale  est  moyenne 
harmonique  entre  les  deux  rayons  de  courbure  principaux. 
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5.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  degré  de 
révolution,  osculatrices  entre  elles  en  un  point  donné. 

6.  Trouver  l'équation  des  surfaces  du  second  degré,  osculatrices  en 
un  point  donné  d'une  surface  et  ayant  un  sommet  au  point  d'oscu- 
lation.  —  Lieu  des  centres  de  ces  surfaces. 

7.  Etant  donné  un  système  de  surfaces  du  second  degré  homofo- 
cales,  trouver  le  lieu  de  leurs  ombilics. 

8.  Parmi  les  surfaces  du  troisième  degré,  y  en  a-t-il  qui  possèdent 
une  ligne  ombilicale,  c'est-à-dire  dont  tous  les  points  soient  des 
ombilics  ? 

9.  Trouver  les  ombilics  de  la  surface  des  ondes  (p.  387). 

10.  La  surface  des  ondes  a-t-elle  des  points  paraboliques? 

11.  Etant  donnée  une  fonction /de  trois  variables  a:,  y,  z  coor- 
données d'un  même  point  (fonction  de  point  d'après  Lamé),  démontrer 
que  l'on  peut  toujours  prendre  des  axes  de  coordonnées,  tels  que  la 

d^f       â^f       d^f 
fonction  ait  en  un  point  donné  des  dérivées  ■     •;    ?  — —  ?   ,     .     nulles. 

oyoz    dzox    oxay 

12.  Par  l'origine  des  coordonnées  ou  même  des  droites  égales  et 
parallèles  aux  rayons  de  courbure  principaux  d'un  ellipsoïde,  étudier 
le  lieu  des  extrémités  des  droites  ainsi  menées. 
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